ai 


PT | 


主编 李 心 灿 
副 主 编 姚 金华 部 鸿 飞 


rr a FA 


m= 


TT 


人 二 - 忆 ee 加 而 
和 和 市 忆 大 和 有 各 利加 吓 且 和 届 十 二 各 币 市 用- 重重 省 - 各 前 币 间 协 进 宇 


且 本 时 ii 时 下放 呈 和 


恒生 遇 情 
下 


可 Wi 


面 
| 
本 
站 
吕 
双 
中 
3 
记 
EE 
到 
到 
取 ， 
叶 
BB 
了 
本 
3 
二 | 
世 卓 
世 [3 
车 
后 
局 
| 
全 
要 
二 
| 
本 | 
如 
he 
3 
世 
B 
了 
人 
忆 
bh 


Tg 
村 


下 mm 
si TT 晤 叫 寻 而 电 地 二 员 和 闻 
人 二 
让 | 
EE | 


. TT 


本 


下 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


应 用 205 例 


主 编 李 心 灿 

副 主 编 ” 姚 人 金华” 郡 鸿 飞 

编 著 曾 庆 歼 王 强 王 棠 寿 
和 孙 洪 祥 ” 李 卫 副 黄金 坤 
郑 权 张 建 伟 杨 奇 峰 


高 等 教育 出 版 社 


【 京 )112 号 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 
高 等 数学 应 用 205 例 / 李 心 灿 编 .一 北京 :高 等 教育 出 版 
社 ,1997 


ISBN 7—04—005802—2 
工 . 高 … 开 . 李 … 了 .高 等 数学 一 应 用 一 范例 区 .013 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (96) 第 24894 导 


器 等 并 育 出 版 社 出 版 
此 京 沙滩 后 街 55 号 
青 政 编码 ;100009 传 息 :64014043 也 话 :64054588 
上 电 亲 散 育 出 版 性 发 行 
中 国 肯 年 出 版 性 钱 剧 广 绩 球 
昌 机 B1310 00 
1997 午 名 入 第 1 肪 ”1997 年 8 月 第 1 次 引 副 
儿 数 i 108 


定价 11.90 雹 


几 L 构 头 啊 等 教育 出 版 社 的 周 书 ,如 有 献 页 . 倒 页 ,. 脱 页 千 
质量 问题 者 ,请 与 当地 周 书 销售 部 门 联系 调 搞 


“ 贱 权 所 有 , 太 得 翻印 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


本 书 所 用 主要 计量 单位 标准 符号 对 照 


人 里 km 米 m 
分 米 dm 厘米 C11 
毫米 mm 日 d 
小 时 h 分 min 
秒 吨 t 
公斤 KE 克 区 
毫 殉 mg 天 L 
车 升 ml 弧度 rad 
1 卡 =4.185] 


牛顿 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


i 
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数学 教育 要 教 给 学 生 的 不 仅仅 是 数学 知识 ,还 要 培养 学 生 应 
用 数学 的 意识 .兴趣 各 能力, 让 学 生 学 会 用 数学 的 思维 方式 观察 周 
围 的 事物 ,用 数学 的 思维 方法 分 析 、 解 决 实际 问题 . 

当代 著名 数学 家 、 沃 尔 夫 奖 获得 者 P.D. 拉 克 斯 (Lax，Peter， 
D, ) 指 出 ;目前 数学 在 非常 广泛 的 领域 里 的 研究 于 涟 勃勃 ,而 且 
成 就 辉 灶 .但 还 没有 充分 发 挥 人 们 的 数学 才华 以 加 深 数 学 与 其 它 
科学 的 相互 关系 .这 种 不 平衡 对 于 数学 以 及 对 于 它 的 使 用 者 都 是 
有 害 的 .纠正 这 种 不 平衡 是 一 种 教育 工作 ,这 必须 从 大 学 一 开始 就 
做 起 , 微 积 分 是 最 适合 从 事 这 项 工作 的 一 门 课程 .”* 在 微 积分 里 ， 
学 生 可 以 直接 体会 到 数学 是 确切 表达 科学 思想 的 语言 ,可 以 直接 
学 到 科学 是 深远 影响 着 数学 发 展 的 数学 思想 的 源泉 . 景 后 ,很 重要 
的 一 点 在 于 数学 可 以 提供 许多 重要 科学 问题 的 光辉 营 案 . "数学 家 
C. 雷 波 特 (Report，Cambridge) 指 出 :“ 应 该 把 数学 内 部 及 外 部 的 
频 用 都 教 给 学 生 , 使 他 对 两 个 方面 都 明白 ;一 是 数学 作为 科学 方法 
的 效力 ,一 是 数学 作为 科学 所 应 有 的 统一 与 美 .在 某 种 意义 上 ,把 
数学 的 思考 方式 传递 给 我 们 管 力 工作 的 其 余部 分 ,就 是 数学 的 一 
个 应 用 .” 当 代 著 名 数学 家 、 教 育 家 、 沃 尔 夫 奖 获得 者 H. 圳 特 尼 
(Whitney Hasselr} 指 出 :" 学 数学 意味 著 什 么 ? 当然 是 希望 能 用 
它 ,… 最 好 的 学 习 就 是 用 ,并 且 上 古今 此 知 仅 在 你 有 自己 的 想法 时 才 
有 真正 的 学 习 .”" 著 名 数学 教育 家 H. 费 党 登 搭 尔 (Freudenthel， 
Hans) 指 出 :“ 数 学 源 于 现实 ,并 且 用 于 现实 .” 我 很 兽 沼 他们 这 些 
现 点 . 

所 良 语言 ,从 知识 的 学 习 到 知识 的 应 用 不 是 一 件 简单 的 .自然 
而 然 谣 能 实现 的 事情 ,没有 充分 地 、 有 意识 地 培养 .训练 和 实践 , 没 
有 膏 达 应 用 观点 的 教学 用 书 ,学 生 的 应 用 意识 .兴趣 和 能 力 是 不 会 

。 | ， 
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形成 的 ,然而 ,目前 国内 大 部 分 4 高 等 数学 /教学 用 书 中 的 实例 或 习 
是 .不仅 应 用 面 这 ,局 良 于 儿 条 ,. 物 理 居 多 ;而 且 面孔 陈旧 ,缺乏 时 
代 感 . 

为 了 在 高 等 数学 这 一 门 重 要 基础 课 教 学 中 ,培养 学 生 的 应 用 
意识 、 兴 趣 和 能 力 , 引 导 学 生 用 所 学 的 数学 知识 .方法 去 观察 .分 
析 .解决 实际 问题 ,北京 数学 会 大 学 委员 会 经 过 讨论 ,认为 很 有 发 
要 编写 一 本 高 等 数学 应用 实例 的 教学 参考 书 ,并 责成 我 和 姚 金 些 
同志 负责 组 加 北京 有 关 高 等 院 校 的 部 分 教师 来 编写 . 

经 过 有 关 院 校 的 推荐 和 我 们 的 六 请 ,参加 编写 此 书 的 同志 有 : 
王强 王 烷 寿 、 各 洪 祥 、 李 卫 国 、 李 心 灿 、 邵 湾 玉 、 郑 权 , 杨 青峰 、 姚 金 
华 黄金 坤 、 张 建 伟 、 曾 庆 营 ,并 由 李 心 灿 任 主 编 . 姚 金华 , 邵 鸿 飞信 
副 主 编 . 

本 上 书 的 编写 过 程 是 ; 先 由 正副 主编 总 体 构思 设计 ,所 出 编写 要 
求 .方案 ,计划 ,并 提出 一 批 主 要 可 供 套 考 的 文献 、 蔬 藉 ; 通 过 全 体 
编者 认真 讨论 ,分 工 赔 读 ,又 进一步 收集 了 太 量 国内 外 的 有 关 文 
献 . 书 藉 .教材 ,经 过 挑选 或 改编 , 共 初 选 出 了 近 400 个 实例 ;在 此 
基础 上 ,由 正副 主编 主持 在 北京 航空 航天 太 学 经 过 多 次 集体 讨论 ， 
再 由 各 绢 者 分 工 进 行 修改 ;最 后 由 正副 主编 初审 .筛选 、 统 稿 、 缩 
排 . 

本 书 共 汇集 了 205 个 应 用 实例 .这 些 实 例 既 有 物理 、 力 学 、 天 
文 、 化 学 .生物 方 而 的 ;也 有 医学 .航空 航天 、 工 程 技术 方面 的 ;还 有 
经 济 、. 管 理 , 日 常生 活 方面 的 .其 中 有 丰 少 实例 贴近 生活 ,贴近 寺 
代 . 这 些 实例 所 用 到 的 数学 知识 覆盖 了 高 等 数学 的 主要 内 容 , 其 中 
也 让 进 了 各 位 编者 的 专业 知识 和 教学 经 验 . 这些 实 例 , 展 示 了 高 等 
数学 在 各 学 科 领 域 的 广泛 而 又 有 趣 的 应 用 .其 中 ,一 些 较 简单 的 实 
例 , 将 使 学 生 受 到 初步 数学 模型 构建 的 训练 ,提高 解决 实际 问题 的 
兴趣 ;一 些 较 难 的 实例 ,将 使 学 生死 识 邵 和 何 从 实际 问题 归纳 成 数学 
问 曲 ,进而 解决 实际 问题 .著名 科学 家 爱 因 斯 坦 (Einstein, Alben) 
有 句 名言 :“ 只 有 热爱" 才 是 最 好 的 老师 .我们 认为 应 该 使 训 等 
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内 容 简 介 


本 书 编选 了 205 个 贤 等 数学 应 用 实例 .这 些 实例 既 有 物理 力学、 天 文 、 
从 学 .生物 方面 的 ,也 有 医学 .航空 航天 .工程 技术 方面 的 ,还 有 经 济 、 管 理 .日 
常生 活 方 面 的 .这 些 和 实例 所 用 到 的 数学 知识 覆盖 了 高 等 数学 的 主要 内 容 ,不 
侈 展示 了 高 等 数学 在 各 学 科 领 域 的 广泛 应 用 , 面 生 也 引导 读 者 利用 其 知识 和 
方法 去 观察 .分 析 .解决 实际 问题 . 

本 蔬 既 可 以 作为 高 等 数学 教学 参考 书 ,也 可 以 作为 数学 爱好 者 学 习 高 等 
数学 的 补充 读物 . 
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1、 我 国 工 薪 人 员 应 纳 多 少 税 


根据 中 华人 民 共 和 同 个 人 所 得 税法 规定 :个 人 工资 ,薪金 所 得 
应 纳 个 人 所 得 税 . 应 纳税 所 得 上 额 的 计算 为 :工资 .薪金 所 得 ,以 每 月 
收 人 额 减 除 费 用 八 百 元 后 的 余额 ,为 应 纳税 所 得 额 .最 后 列 出 下 面 
的 税率 表 : 

个 人 所 得 税 税率 表 ( 工 资 ,薪金 所 得 适用 ) 
全 月 应 纳税 所 得 客 
不 超过 500 元 的 | 


超过 300 元 妆 2 000 元 的 部 分 
超过 ?2 000 元 到 5 000 区 的 部 分 
超过 5 000 元 到 20 000 元 的 部 分 


超过 20 000 元 到 可 000 元 的 部 分 
超过 40 000 元 到 部 000 元 的 部 分 
超过 60 000 元 到 30 000 元 的 龙 分 
超过 加 000 元 到 100 000 元 的 部 分 
超过 100 000 无 的 部 分 


若 某 人 的 月 工资 ,薪金 所 得 为 x 元 ,请 列 出 他 应 缴纳 的 税 款 y 与 
其 工资 .薪金 所 得 x 之 间 的 关系 . 
解 : 按 税法 规定 当 xz 所 800 元 时 ,不 必 纳 税 ,… 这 时 y=0. 
当 800< 二 1 300 元 时 ,纳税 部 分 是 x 一 800, 税 率 为 5%， 
i 
当 1 300< 区 之 2 800 元 时 ,其 中 800 元 不 纳税 ,500 元 应 纳 


5% 的 税 , 即 500x 了 和 =25( 元 )， 再 多 的 部 分 , 即 过 -1300 按 10 明 


纳税 . …. 他 应 纳税 款 为 y=25 +(x 一 1 300) "(元 ). 依 此 可 重出 


“y= (zx B00): 


“了 
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下 面 的 销 数 关系 : 
0, We 


【一 800)， 800< 7 300 


25+({7—1 300)100， 1 300< rs 800 


25+150+ (x— 2 800) 0 2 800< rE 800 


175 二 4S0+Tfc 一 5 800) 和 5 800< Frs20 800 


Y |625 53 000+(r -20 800) 和 0 ， 20 800< rs<40 800 


36062531+3000+(z 一 40 800) 吉 ， 40 800< 工 三 60 800 


8 625+6 0001+ (zx 一 的 800) ii， 80 800< zB0 800 


14 625+7 000+ (xr — B80 wo 80 800 < riI00 800 


21 625+8 000+ tz — 100 800) 全 
参考 文献 : 124]. 


2、 外 币 竞 换 中 的 损失 


某 大 从 美国 到 如 拿 大 去 度假 .他 把 美元 兑换 成 加 拿 大 元 时 , 币 
面 数值 增加 12 澳 ,回国 后 他 发 更 把 加 拿 大 元 兑换 成 美元 时 , 币 面 
数值 减少 12% .把 这 两 个 孙 数 表示 出 来 ,并 证 明 这 两 个 沿 数 不 五 
为 尽 明 多 , 即 经 过 这 样 -- 来 -: 苛 的 兑换 后 ,他 亏损 了 一 些 钱 . 
解 : 设 态 (Cr) 为 特 z 美元 范 换 成 的 加 拿 大 元 数 , (x) 为 将 
工 加拿大 元 兑换 成 的 美元 数 , 则 
F(x})= .rtrl2% =1.j2r, re0 
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plr}=x- rx"12% =0.88r, 工人 
而 (fx))=0.88x1.127=0.9856f 之 xz, 故 万， 户 不 互 为 友 
明 数 . 
思考 题 : ” 设 一 美国 人 准备 到 加 拿 大 去 度假 ,但 把 1 000 美 瑟 
总 换 成 加 拿 大 元 ,但 因 喜 未 能 去 成 ,于 是 他 又 将 加 拿 人 元 交换 成 了 
美元 , 问 他 亏损 了 多 少 钱 ? {14.4 美元 ). 
参考 文献 : [11 上册 ,p.33. 


3、 环境 温 度 对 人 体 代 谢 率 的 影响 


当 环境 温度 改变 时 ,人 人 体 代 谢 率 也 有 相应 的 变化 ,实验 数据 如 


环境 温度 立 : 
代谢 卓 /4185]1.h-1vna 2 


试 分 析 外 界 环境 温度 对 代谢 率 的 影响 . 
解 : 将 表 中 的 每 -对 实验 值 在 直角 坐标 系 中 画册 对 应 的 点 . 


代 辕 束 /4185XJ:h !-rm? 


EE 有 7 
1 0 30 40 度 /*C 


图 3 北 谢 举 随 环境 溢 度 的 变化 
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在 医学 研究 中 ,为 了 方便 , 当 用 折线 把 它们 连接 起 来 ,如 图 3 所 未. 

大 图 中 可 以 看 出 ,环境 沪 度 太 低 或 太 高 对 代谢 率 均 有 较 大 影 
啊 , 而 环境 温度 在 20 筷 一 30 忆 时 ,代谢 率 较 使 ,并 且 较 稳定 .所 以 
临床 上 答 ” 基础 代 诡 率 " 测 定时 ,室温 要 保持 在 20 世 一 25 之 间 ， 
以 排除 环境 温度 的 影响 . 


参考 文献 : [|36j,p.3 一 4. 
4、 滑 块 的 位 置 
有 -油泵 的 则 补 连 杆 机 构 ( 图 4) ,主动 轮转 动 时 , 连 杆 带动 滑 


志 号 必 往复 下 线 运 动 . 设 曲 柄 O4 的 长 为 >, 连 杆 AB 的 长 为 7, 旋 


转 的 角速度 是 w ,开始 时 ,曲柄 OA 与 OB 重合 . 求 消 块 的 运动 规 
律 . 


图 4 由 本 巡 本 机 构 


解 : 法 一 : 设 经 过 : 秒 主动 轮转 过 的 角度 为 (弧度 ), 此 时 


少 块 B 离 O 点 的 距 高 为 z. 过 A 点 作 AC 1 OB, 交 OB 于 C 点 ， 
出 


OC=reos pg, AC= rsin w 
BC=V 4B 一 AC =V I rising 
于 是 T=OC+ HH = reos ptv rising 


因为 w 是 角速度 ,gg= wi, 所 以 滑 块 B 的 运动 规律 是 工 = roog en 
a 
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+ risinet,teE[0,+o) 
法 一 :在 全 QAB 中 直接 利用 正 弦 定理 ,得 


oo 下 
sin @ -6- sin [xr— (w+B). 
从 而 sin B=7sin 多 


下 二 sin {p+ B) 


StIl 


二 i slsin PCos B+ cos Psin B] 


有 十 Pb, | 
sn gp Sin Pal nsin ptoos psin yg 


SY rzsin2 p 十 roosogp 


| 


~ rsin oat roos wt 
参考 文献 : [14],p.22 一 23， 
5、 单 三 角 脉 冲 的 电压 


脉冲 发 生 器 产生 :个 单 二 角 脉 冲 , 其 波形 如 图 5 所 示 , 写 出 电 
压 U 与 时 间 #( 尖 0) 的 函数 关系 式 . 


解 : 当 z6 |0， 于 | 时 ,U= 过 


“Im 


当 rE (rr, U0= 


TT 
2 图 5 单 : 角 脉冲 信号 的 电压 
一) 加 
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t= _ 2 一 工 ) 


Fi 
当 1 人 (tr,+ co) 村 ,UU 二 0. 
归纳 上面 讨论 的 结果 , 知 冰 数 U= Ut{7) 是 一 个 分 段 阴 数 ,其 
表达 式 为 


U= ee s€ {于 ,| 
0， £:E{r,+ oo) 
参考 文献 : [141],p.20. 
6、 恒 星 的 发 光度 
在 天 文学 中 ,所 请 一 晰 星 的 发 光度 ,是 指 这 里 星 的 全 部 能 明和 输 
由 .粗略 地 说 ，- 晤 星 的 发 光度 ,是 对 这 里 星 的 表面 亮度 的 -种 度 


让 .发 光度 基本 上 是 质量 的 抽 数 .有 两 位 大 文学 家 对 某 恒星 进行 了 
测试 和 计算 ,得 到 下 面 的 所 请 质量 一 发 光度 关系 : 


其 由 工 和 MM 分别 是 该 恒 早 的 发 光度 和 质量 ,Ls ,Ms 分 别 是 太阳 
的 发 光度 和 质量, 指 娄 > 依赖 于 星球 的 质量 ,如 各 6 所 孙 . 求 . 
ta) 下 恒 是 的 质量 是 到 阳 的 2 信 时 , 求 该 恒星 的 发 光度 (质量 
| 的 丽 数 ); 
(hb 当 质 量 是 太阳 的 8 倍 时 的 发 光度 ; 
(ec 当 恒星 的 质量 是 大 阳 质 量 的 30 倍 时 的 发 江 床 . 
解 : (ai 由 表 6 可 知 , 当 术 星 的 质量 为 太阳 的 2 倍 时 ,r = 
4.15, 则 该 恒星 的 发 光度 为 
| L=Le(2) G17.75L0 
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表 6 质量 范围 与 + 
质 明 范围 MiMo 
1].0—1.4 


0 一 100 


(bj 此 时 =>=3.38 ,该 恒星 的 发 光度 为 
L=Lo(8) a1128.35L6, 

《Oo 此 时 >=2.30, 该 恒星 的 发 光度 为 
L=Le(30) ”22496.77Le6 


参考 文献 : [1] 上 册 ,p.146. 


7、 利 润 与 销量 之 间 的 函数 关系 


收音 机 每 台 千 价 90 元 ,成 本 为 60 元 .厂家 为 鼓励 销售 商 大 量 


采购 ,决定 凡是 订购 量 超过 100 台 以 上 的 ,每 多 订购 … 台 , 售 价 就 
降低 1 分 (人 鲍 某 商行 订购 了 300 台 , 订 购 量 比 100 台 多 200 台 ,于 
是 每 台 就 降价 0.01x200=2( 元 ) ,商行 可 以 按 88 已/ 台 的 价格 购 
进 300 台 ) ,但 最 抵 价 为 75 元 /人 台 . 


a) 把 每 台 的 实际 售 价 p 表示 为 订购 景 z 的 孙 数 ; 
b) 把 利润 P 表示 成 订购 量 z 的 函数 ; 

c) 当 一 商行 订购 了 1 000 台 时 ,厂家 可 获 利 溜 多 少 ? 
解 : a) 当 z 所 100 时 售 价 为 90 元 / 台 . 
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现在 计算 订购 量 x 是 才 少 人 台 时 售 价 降 为 75 元 /个 ， 
90—75=15, 15~0.01--1 500 
所 以 , 当 订 购 莉 超过 1 500 + 100 人 台 时 ,每 台 上 售 价 为 75 无 . 当 订 购 
最 在 100 一 1 600 之 间 时 , 洁 价 为 如-~-fr-100) :0.01 ,因而 实际 
售 价 p 与 订购 量 之 间 的 晒 数 关系 为 
50 ， T1000 
pi tr -00:0.01, 100<zr<1 00 
Fis T21 600 
b) 每 人 利润 是 实际 售 价 p 与 成 本 之 差 
,P=(p—60)7 
cj 由 2) 先 计 算出 p=90 一 {1 000 一 100):0.01= 81. 
再 由 书 ) 知 
P=(81~60):1 000=21 000( 元 ) 


参考 文献 : [23], 上山,p.92. 


8、 蛛 网 模型 


在 市 场 经 济 中 存在 这 样 的 循环 现象 : 若 去 年 的 猪肉 生产 重 供 
过 于 求 , 猪 内 的 价格 就 会 降低 ;价格 降低 会 鸽 今年 养 猪 者 减少 ,使 
今年 猪肉 生产 后 供不应求 ,于 是 肉 价 上 扬 ; 价 格 上 场 又 使 明年 猪肉 
产量 增加 ,造成 新 的 供过于求 ,……: 

据 统 计 , 某 城市 1991 年 的 猪肉 产量 为 30 万 吨 , 肉 价 为 6.00 
元 /公斤 . 1992 年 生产 猪肉 25 万 本 ,内 价 为 8.00 元 /公斤 ,已 知 
1993 年 的 猪肉 产量 为 28 万 吨 ， 

去 维 持 目 前 的 消费 水 平 与 生产 模式 ,并 假定 猪肉 产量 与 价格 
之 间 是 线性 关系 , 癌 若干 年 以 后 猪肉 的 生产 量 与 价格 是 否 会 赵 于 
稀 定 ” 若 能 够 稳定 ,请 求 出 稳定 的 和 产量 和 价格 . 

解 : 设 第 ”年 的 猪肉 生产 其 为 nr, ,猪肉 价格 为 y .由 于 当 

由 BS 六 
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年 产量 确定 当年 价格 , 故 5 二 记 x,), 而 当年 价格 双 决 定 第 二 年 的 

生产 量 , 吉 zx, ,1 = glys). 在 经 济 学 中 ,y, 二 f(x ) 称 为 需求 了 淆 数 ， 

tt 二 名 (y) 称 为 供应 函数 .产销 关 杀 华 现 出 如 下 过 程 . 
1 

令 PF, 华 标 为 (x ,yi1) ,PP， 坐标 为 (> ,1 

户 ; 泽 标 为 (za ,yz) ,PP 坐标 为 (rayyz ) 

Pa -1 坐标 为 (rs ,PP 坐标 为 (3 3712) 将 点 
列 Pi ,P,P;,-… 描 在 半 面 直角 坐标 系 中 会 发 现 P,, 都 满足 zx = 
g(y) ,Pa 都 洲 是 y= fx) .如 图 8 所 示 . 这 种 关系 很 象 一 个 暴 
网 , 改 被 称 为 蛛网 模型 . 


图 8 昨 网 模型 


现在 加 到 我 们 的 猪 央 产销 问题 . 将 1991 年 的 猪肉 产量 记 为 
让 1:,1991 年 的 猪肉 价格 记 为 vy ,依次 类 推 . 程 据 zx, ,y, 可 慌 出 点 列 
Pi(30,6), P,(25,6),P;(25,8), P,(28,8),-..- 
根据 线性 假设 ,需求 函数 y= f(z) 是 直线 , 续 P (30,6)P,(25,8)】 
位 于 此 直线 上 , 故 湛 求 洱 数 为 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


y= 18 -Sr n=1,2, {1) 


供应 明 数 工 =g(y) 也 是 -条 直线 , 且 P,(25,6)、,P,(28,8) 位 于 此 
再 线 上 , 故 供 应 孙 数 为 
人 3 yn 2 (2) 
于 芷 我 们 得 到 如 下 递 推 关系 
2 一直 -三 sti 16 + sR 
现在 来 计算 ,re ,yy 的 极限 .首先 将 (1) 代入 (2), 得 


1 1613(18 -去 二) 


3 
ETL 一 (nr) 


3 
= (~ 本) (xs) (k=1,2,.,n,") 
对 多 从 1 至 x 求 和 
zi DY Cm) (rt) > (-3) 


所 以 
3 3 
ra rt (x x1) >) (~3) =30-5 >, {-3) 
—1 下 一 
因此 ， 
limz, =30-$ 一 一 全 >=26.875( 万 便 ) 
no 1 + 二 . 
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本 32 3 
类 似 可 得 We 
3 
Verl YE 富 (W 加 有 
3 s 1 
=(ya-y1)[ 一 号 【 开 一 1 ,2 
二 1 (Wr) 


oe 
因此 
Mxl] = yi +(y2 一 ») > {- 
3 


=6+2 > (- 3) 


limy, =6+2 —1; = 六 =7.25( 元 /kg) 
和 
通过 上 还 分 析 可 知 , 猪 肉 的 产量 和 价格 都 会 趋 于 稳定 .猪肉 产量 稳 
证 在 年 产 26.875 万 且 ,猪肉 价格 稳定 在 每 公斤 7.25 元 . 
思考 题 tf. 请 预报 1993, 1995, 1997 年 的 猪肉 产量 与 价格 . 
( 管 ; 生 产量 依次 为 28,27.28,27.021 万 吨 , 肉 价 依 次 为 6.80， 
7.09,7.19 元 /kg). 
思考 题 2. 着 需求 冰 数 为 y=a + br ,供应 函数 为 X=c + dy， 
问 a ,5,c ,a 满足 什么 条 件 时 z 和 YY 才 有 极限 存在 ?并 证 明 此 
极限 值 恰 为 两 条 直线 的 交点 .( 管 案 ; 变 求 | Bd | < 之 1). 


参考 文献 : [65],p. 271. 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


9、Fibonacci 数列 与 黄金 分 割 问 题 


在 小 您 一 对 , 若 第 一 个 月 它们 成 年 ,第 二 个 月 生 下 小 锡 一 对 ， 
以 后 每 月 生产 -… 对 小 锡 . 而 所 生 小 兔 评 存 第 一 个 月 成 年 ,第 二 个 月 
生产 另 一 对 小 兔 , 以 后 亦 每 月 和牛 产 小 免 一 对 .假定 每 产 一 对 小 兔 必 
为 一 此 一 雄 , 是 均 无 死亡 ,试问 -年 后 共有 小 锡 几 对 ?” 
这 是 意大利 数学 家 非 波 那 契 (Fibonacci) 在 1202 年 所 著 “ 算 法 
之 书 "( 艾 译 4 算 盘 书 }{Liberabaci)} 中 的 一 个 题目 . 他 是 这 样 解答 
的 : 硅 用 " 〇 “A" 分 别 表 示 :对 未 成 年 和 成 年 的 例子 (简称 仔鱼 
和 成 免 }, 则 根据 题 设 有 : 


站 -一 去 千 ]2 上 月 1 

大 =- 一 -一 -一 一 邻 千 ] 有 月 :1 

-一 -一 -一 一 2 月 2 

co 一 一 一 -一 3 月 3 

一 一 一 4 里 5 

7 Sa 

内 六 六 一 上 时 13 


图 9~1 小 免 繁殖 数量 图 

从 图 9 一 1 可 知 ,六 月 从 共有 人 兔子 13 对 ;还 可 看 出 ,内 三 月 份 
开始 ,每 月 的 兔子 总 数 恰 好 等 于 它 前 面 两 个 月 的 兔子 总 数 之 和 , 按 
这 规律 可 写 出 数列 ， 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233 可 和 多 一 年 后 共有 和 侯 
子 233 对 . 

这 是 一 个 有 限 项 数列 , 接 上 述 规律 写 出 的 无 限 项 数 庆 就 叫做 
Fibonacci 数列 ,其 中 的 每 -项 称 为 Fibonacei 数 ， 

车 设 Fo=1,F,=1,F,=2,F;=3,F,=5,F,=8,.. 
如 此 数列 应 有 下 面 的 递 推 关 系 : 

Fr Pt, (n=0,1,2,.) 
这 个 关系 可 用 数学 归纳 法 来 证 明 ,其 中 的 通 项 
12 
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TEFS -vs 
“ = 坟 [ (1 (3 
是 由 法 国 数学 家 比 内 (Binet} 求 出 的 . 
与 Fibonacei 数列 紧密 相关 的 一 个 重要 极限 是 
.FF 5-1.. 
Ti = -0.618 (1) 
或 者 jim er YS tll.618 (1") 
HF 六 
下 面 我 们 先 来 说 明 (1’) 式 的 含 交 并 证 明之 (至 于 (1) 式 的 含 六 
见 本 例 稍 后 的 说 明 ). 
i 5 二 于, 则 (56, - 1) x 100% 就 是 第 (n+ 1) 月 相对 于 第 


月 的 兔子 对 数 增长 率 (x =0,1,2,…), 例 如. 


n=0,6, -1= 卫 -1=0 
加 _2 二 
2 = 二 1- 工 -1=1=100% 
加 _ 4 加 本 
n=2,6; -1= 宁 一 1=0.5=50% 
ee 1= 祁 1=0.66=66% 


若 limb。 存在 , 则 (lim 6 -了 站) 表示 许多 年 后 兔子 对 数 的 月 增 
长 率 ( 同 时 也 是 成 兔 对 数 及 行 锡 对 数 在 许多 年 后 的 月 增长 率 一 一 
因为 成 免 对 数 、 仔 免 对 数 各 自从 今年 1 月 .2 月 开始 算 起 ,也 居 Fi- 
bonacci 数列 ). 

lim5。 存在 的 证 明太 求法 如 下 : 

证 : bo=1 


-3 :， 
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用 数 学 时 纳 法 容易 证 时 : 
数列 |15 中 单调 增加 的 ;数列 1 是 单调 减少 的 


叉 ,对 - 切 天 0， > Sb 2 成 立 . 即 数列 |，| 、15,,,11 是 有 


界 缴 . 
根据 "单调 有 界 数 列 必 有 极限 "的 淮 刚 , 知 数列 {5,, | .12 ,11 
的 极限 存在 ,分 别 记 作 656" 与 5, ,法 
a = " bd [= 


分 别 对 bos =1+ 志 -及 5b2,,1 =1+ 刀 的 两 边 取 极 限 ,得 
2 
1 加 ] 
A 
已 hb, 
ee 
由 此 得 pb 一 下 =0, 即 lim bz, 二 lim2zrt .车 不 然 , 则 有 
玉 "五 , = 
而 由 bp b=6.+1, 得 
A 
这 是 不 可 能 的 (内 为 52,41 之 1), 因 此 lim5 存在 , 记 作 5, 即 
im 一 去 


对 和 .=1+ 坟 -两边 取 极 限 ,得 
提 一 | 


p=1+ 


解 此 方程 ,得 5 = 


"A: 


,因为 五 三 1, 故 
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b= 1.018 


四 timmb, ~ li B21.618 
信 而 limb,. -1=0.618 
可 见 许 多 年 后 鬼子 总 对 数 ,成 免 对 数 及 仔 锡 对 数 均 以 每 月 61.8 肖 
(1.618 一 1=0.618) 的 速率 增长 . 

除了 数学 爱好 者 外 ,Fibonacci 数列 也 引起 了 各 界 人 人 士 的 关 
注 , 这 是 因为 自然 ,社会 以 友 生 活 中 的 许多 现象 的 解释 ,最 后 往往 
部 归结 到 Fibonacci 数列 上 来 .为 此 ,美国 还 专门 电 版 站 一 份 《 韭 波 
那 相 季刊 》 ,以 登载 它 在 应 几 圭 的 新 发 更 及 有 关 理 论 . 下 面 我 们 来 
看 多 个 实例 : 

例 1 蜜蜂 的 ”家谱 

具 蜜 蜂 的 繁殖 来 看 ,蜜蜂 的 生长 规律 是 很 有 趣 的 . 雁 蜂 只 有 母 
亲 ,没有 父亲 ,因为 蜂 后 产 的 孵 ,受精 的 钙化 为 雄 蜂 ({ 即 工 几 或 峰 
后 ) ,未 受精 的 县 化 为 雁 蜂 . 人 们 在 追 潮 雄 蜂 的 祖先 时 ,发 更 一 只 雄 
蜂 的 第 x 代 祖 先 的 数目 刚好 就 是 Fibonacci 数列 的 第 nn 项 下 .如 
以 * 表示 梭 蜂 ,Xx 表示 上 肉 蜂 , 则 有 如 图 9--2 所 示 的 梭 蜂 家 谱 图 . 


WR = = 
oe ~ 0 
A 
| 7 和 有 / Ss 
2 > Es 和 Yn 上 关 一 一 13 
本 
图 9- 2 上 雄 昱 家 诺 图 图 39-3 出 至 音阶 图 


例 2 掀 夫 音阶 的 排列 
如 图 9 -3, 钢 琴 的 13 个 半音 阶 的 排列 完全 与 礁 蜂 第 六 代 的 
排 询 情况 类 似 , 说 明 音 调 也 与 Fibonacci 数列 有 关 . 
了 5 四 
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例 3 树 的 分 校 

如 果 一 棵 择 每 午 都 在 生长 ,第 二 年 有 两 个 分 枝 , 通 常 第 二 年 就 
有 三 个 分 枝 , 第 四 年 五 个 ,第 五 年 人 入 个 ,…, 每 年 的 分 校 数 都 是 玉 - 
bonacei 数 ( 见 图 9 一 4). 


图 -4 树 的 分 枝 图 图 9-5 塘 中 外 比分 冲 AB 


黄金 分 割 这 -名 称 是 由 中 世纪 著名 画家 达 . 芬 奇 提出 的 . 所 调 
黄金 分 市 其 实 就 是 按 中 外 比分 铀 . 即 : 将 一 条 线段 分 成 两 段 ,使 较 
长 的 线段 成 为 较 短线 段 与 整 条 线段 的 比例 中 项 -这 时 , 较 短线 段 与 
较 长 线段 之 比 就 称 为 黄金 比 .图 9 - 5 中 的 M 点 就 是 黄金 分 割 点 . 

之 所 以 叫 “ 黄 金 分 割 ", 是 因为 按 这 种 比例 关系 分 配 后 ,用 在 建 
筑 上 ,能 使 建筑 物 更 为 美观 ; 族 在 音乐 星 , 音 调 更 加 和 谐 悦 耳 ; 其 至 
许多 启 开 的 美丽 花 采 以 及 人 的 健美 体形 也 痢 具 有 “黄金 分 着" 的 特 
点 

那么 ,黄金 分 割 与 Fibonacei 数列 有 何 关系 呢 ? 原来 ,黄金 分 
所 点 的 位 置 丛 好 是 数列 | Re- | 当 mc 时 的 极限 95 了 -10.618 


( 昂 (17 式 )1 具体 点 说 ,在 图 9 一 5 中 , 背 设 AB = a, 则 AM = 
lan. 618a ,这 可 通过 代数 方法 算出 . 
黄金 分 割 的 应 用 极为 广泛 ,生产 和 科学 实验 中 普遍 使 用 的 优 
选 法 一 一 “0.618 法 ”就 是 其 中 重要 的 一 种 .下 面 看 一 个 实例 
和 i 
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例 4 工厂 里 某 - 一 种 产品 的 质 遇 取决 于 沁 度 ,如 果 温 度 居 计 
在 1] 000 开 于 1 500 世 之 间 , 和 人 怎样 坛 答 才能 找到 最 好 的 温度 ? 

有 大 从 1 001 瑟 开始 做 试验 ,-- 直 试验 到 1 499 世 , 共 做 了 499 
次 试验 ,而 用 “黄金 分 制 " 只 要 作 13 次 试验 就 能 取得 同样 的 效果 . 
其 步 缀 中 : 

1) 拿 -- 张 有 刻度 的 纺 条 表示 1 000 人 至 1 500C , 纸 条 的 长 记 
为 4a, 找 出 a 的 黄金 分 割 点 Mi 5 二 Lav0.6184 , 它 对 应 的 温度 
是 4 309 人 (图 9 一 6), 以 1 309 亿 作为 第 -- 次 试验 ,观察 试验 效果 . 


一 - Ca 
nD. 白 ] Be 

二 站 站 | 】 5 

‘9 人 


疼 9 -6 找 出 第 一 次 试 答 的 温 座 


2) 将 纸 条 对 折 , 取 M, 的 对 称 点 M; ,算出 M, 对 应 的 温度 为 


1 000 灾 M, ay 1 500 °C 
C1 91 “CY C1 09 *:) 


图 9-? 前 去 Mi 右边 的 - 生 
TI 191 忆 (图 9 一 让 ,以 119I 世 作 第 二 次 试验 ,比较 两 次 试验 哪 一 个 
好 :如 了 到 1 309C 的 试验 较 好 , 则 前 去 M， 左边 的 一段; 如 取 
1 191 贡 的 试验 较 好 , 则 前 去 AM, 右边 的 一 段 , 现 漫 取 1191 让 村 
1 309 人 的 试验 效果 好 , 故 前 去 M 石 边 的 -- 段 (图 9 一 7 中 阴影 部 
分 ). 

3) 将 剩 下 的 纸 条 再 对 折 , Mj 的 对 称 点 为 M, ,所 对 应 的 温度 
为 11187 ,以 1 118 作 第 三 次 试验 ,如 仍 是 1 191fC 的 效果 较 好 ， 
则 前 去 AH 左边 阴影 的 - : 段 (图 9 一 8)， 

4) 镜 下 的 纸 旬 再 对 折 , AM 的 对 称 点 为 M, ,所 对 应 的 温度 为 

- J7 . 
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1 D00 "CC 3 | 了 1 309 CC 
{1 18 CY 191 "CY 


图 9-& 前 去 Ma 左边 的 一 楼 
Mf 和 上 ff 
1! 118 °C ] 236 0 1 309 TC 
1 191 °C 


图 9 一 9 取 12 托 世 作 试 特 


1 236 亿 {图 9 9), 于 是 取 1236 亿 作 第 四 次 试验 .然后 再 比较 ,再 
前 去 木 必要 部 分 . 
ee ,这 里 每 次 留 下 的 纸 条 长 度 均 是 前 一 -次 长 度 的 0.618 售 . 
就 这 样 依次 找 下 去 ,直到 找到 符合 质量 要 求 的 最 好 温度 为 止 . 
思考 题 : 有 一 条 nn 级 楼 梯 , 如 果 每 步 只 能 跨 上 一 级 或 两 级 ， 
问答 登 上 去 ,共有 上 几 L 种 走 法 ? 《答案 :这 是 缺 了 Bo 的 Fibonacci 数 
列 ,如 签 登 上 第 n 级 楼 梯 ,共有 FF, 种 不 同 的 走 法 ) 


参考 文献 : [10],p.87~94,p.181 一 187;f12],p.76~94; 
[15] ,数学 1,p.151 一 154,p.292 一 298. 


10、 连 续 复 利 与 e 


某 顾 客 隔 银行 存 人 本 金 户 抱 ,9 年 后 他 在 银行 的 存款 额 蚌 本 
金 及 利息 之 和 . 设 银行 规定 年 复 利率 为 >, 试 根据 下 述 不 同 的 结算 
方式 计算 顾客 = 年 后 的 最 终 存 款额 . 
(1) 每 年 结算 一 次 ; 
全 18 4 
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{2) 每 月 结算 -- 次 ,每 月 的 复 利 率 为 ri/12; 

(3) 每 年 结算 m 次 ,每 个 结算 周期 的 复 利 率 为 rim .让 明 最 
终 存 款额 随 六 的 增加 而 增加 ; 

《4) 当 mm 趋 于 无 穷 时 ,结算 周期 变 为 无 穷 小 ,这 意味 着 银行 
连续 不 断 地 向 顾客 付 利息 ,这 种 存款 方法 称 为 连续 复 利 . 试 计算 连 
续 复 利 情况 十 顾客 的 最 终 存 款额 . 

解 ; (1) 每 年 结算 -- 次 时 ,第 一 年 后 顾客 存款 额 为 :p| = 
pr=pll+r), 

第 一 年 后 的 存款 额 为 : py 二 pi(1+r)=p(ll+r)?， 
根据 这 种 递 推 关 系 可 知 ,第 wn 年 后 顾客 的 存款 额 变 为 ; 
p= pll+r)”. (1) 

(2) 每 月 结算 一 次 时 , 复 利 率 为 > 门 2, 共 结算 12n 次 , 故 年 

后 顾客 的 存款 额 为 : 


(3) 每 年 结算 mm 次 时 , 复 利 率 为 二 , 共 结算 mn 和 ,将 n 年 后 
顾客 的 存款 额 记 为 p”, 则 
pr =p{1+ 二 | 
令 y={1+ 二 
We 1+ 天 -1+mm 天 二 下 二 (三 ) 


人 人 机 
( 


】 ,应 用 二 项 式 展开 可 得 
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nl ee 0 人 ar 
| 


I 
ene 
比较 ww 与 y, 的 每 -- 项 ,由 于 


yi1 的 每 -- 需 都 大 于 wy, 中 的 相 凡 项, 并 且 y,,, 比 y,, 还 多 出 最 
后 一 藉 , 显 然 最 后 一 项 大 于 零 . 册 世 ,yo 六 y. 
注意 到 p” 一 ply) ,pr 二 py) ;可 知 p*<<p""', 即 结算 
的 次 数 越 多 ,顾客 的 最 终 存 款额 也 就 越 多 . 
(4) 在 连续 复 利 情况 下 ,顾客 的 最 终 存 款额 为 : 
p= im pr = lm p(1+) = pe” 
将 此 式 改 写成 六 = 疡 [1+kter 一 101 ,与 (1) 式 比较 可 知 , 连 续 复 利 
相当 于 以 年 复 利 率 er 一 1 进行 接 年 计 息 结算 . 当 vy 较 小 时 ,e 一 1 
sr ,学 如 了 徽 分 学 以 后 ,可 以 证 明 e 一 1 六 r{r 交 0). 
思考 题 1; 老 张 在 银行 存 人 人 1000 无 , 复 利 率 为 每 年 10% .分 
名 以 按 年 结算 和 连续 复 和 结算 两 种 方式 计算 10 年 后 老 张 在 银行 
的 存款 额 .{ 按 年 结算 pio 二 2 593.74 元 ,连续 结算 pj = 二 2 718.28 
- 厂 ). 
思考 题 2: 按照 连续 复 利 乡 算 方式 ,zz 年 后 的 存款 额 为 户 (t) 一 
四 20 站 
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pe”. ptt) 满 是 微分 方程 
p (1)= rp(t), 
pli0}= p 

试 说 明 > 的 意 久 ,并 对 此 微分 力 程 作 实 奈 解 释 . 


参考 文献 : [68|,p. 252. 


11、 细菌 繁 殖 问 题 


由 实验 知 , 某 种 细菌 繁殖 的 速度 在 培养 基 充 足 等 条 件 满 足 时 
与 当时 已 有 的 数量 4 成 正比 , 即 WW= Ao(& 交 0 为 比例 常数 ), 问 
经 过 时 间 上 以 后 细 章 的 数量 是 和 多少? 

解 : 为 了 计算 出 :时 的 数量 ,我 们 将 时 间 间 隐 [0,z |] 分 成 nn 
等 分 ,由 于 细菌 的 繁殖 是 连续 变化 的 ,在 很 短 的 上段 时 间 内 数量 的 
变化 很 小 ,繁殖 速度 可 近似 看 作 不 变 , 因此 ,在 第 -- 段 时 间 


[0, 去 | 内 细菌 繁殖 的 数量 为 : kA。 三 ,第 一 段 时 间 林 细菌 的 数 莉 
为 :Ao (11 去 ]; 间 样 ,第 一 段 时 间 末 细 菌 的 数量 为 : ho {1 + 
请 ;…; 依 此 类 推 ,到 最 后 - 段 时 间 末 细菌 的 数量 为 : 
Au(1+ 二】 

显然 ,这 是 “个 近似 值 ,因为 我 们 假设 了 在 每 -小 笑 时 间 
[三 二 ,|Gi=1,2,…,n) 内 细 苦 繁殖 的 速度 不 变 ( 同 时 还 假设 


了 各 小 段 时 间 内 只 繁殖 一 次 ). 可 以 看 出 ,当时 间 间 隔 分 得 越 细 ( 即 
n 越 大 ) 时 这 个 值 越 接近 精确 值 , 若 对 时 间 问 隔 无 限 细 分 ( 即 n 一 
吕 ), 则 可 求 得 其 精确 值 .所 以 ,经 过 时 间 : 后 细菌 的 总 数 是 


limAo {1+& 司 = 4， lim {1 | 
no 并 mL 一 CC 天 
二 21 
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= Aoe” 
将 这 个 结论 与 例 10 中 连续 复 利 的 计算 公式 比较 ,发 现 二 者 是 
一 样 的 .这 绾 非 偶然 ,事实 上 ,现实 世界 中 不 少 事物 的 生长 规律 都 
服从 这 个 模型 ,所 以 也 称 y= 及 星 为 生长 函数 .下 面 者 一 个 实例 . 
例 : 已 知 一 种 细菌 的 个 数 按 指数 方式 增长 ,下 表 是 收集 到 的 
数据 ; 
问 :.1) 开始 时 细菌 个 数 是 多 少 ? 


细菌 个 数 2) 如 果 继 续 以 现在 的 速度 增长 下 去 ， 
936 60 天 后 细菌 的 个 数 是 多 少 ? 
2 190 解 : 细菌 繁殖 服从 生长 函数 
y 二 Aoe” .了 由 题目 所 给 数据 ,得 
936 = Ape 
| 190= Ape™ 


解 此 方程 组 ,得 A6 二 400, =0.17. 即 开始 时 细菌 个 数 为 400. 按 
此 速度 增长 下 去 , 则 60 天 后 细菌 个 数 为 
y(t60)=400.e0*° = 10 761 200 
注 : 这 里 仅 用 两 组 数据 去 定 A ,站 必 有 误差 .为 了 得 到 较为 
准确 的 4 ,上 的 估计 值 六 0, 记 ,应 当 多 收集 一 些 数据 ,然后 用 最 小 
一 乘法 确定 之 . 


参考 文献 : [11, 上 册 ,p. 325;[8],p.139 一 140， 
12、 周 期 性 静脉 注射 的 一 室 模型 


根据 药物 动用 学 理论 ,一 次 静脉 注射 剂量 为 Du 的 药物 后 ,经 
四 27 
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过 时 间 # ,体内 血 药 浓 度 为 C1)= Te ,其 中 >>0 为 消除 速 座 


常数 ,V 为 表 观 分 布 容积 ,车 每 隔 时 间 + 注射 - -次 , 试 求 = 次 注射 
后 体内 血 药 浓度 C, (2) 与 第 n 次 注射 后 的 时 间 t 的 关系 . 
解 : 第 一 次 注射 后 ,体内 血 药 浓度 为 


CC (2) =e “(0 ) 
第 一 次 注射 前 一 朋 间 ,体内 血 药 浓度 为 Cl(r) = “各 ee 第 


:次 注射 剂量 De 后 - “阴间 ,体内 血 药 请 度 为 Ci (r)+ 中 = 


好 e+ 人- te = ) ,从 该 次 注射 时 刻 算 起 ,* 时 刻 的 体内 


全 药 浓度 为 C(t) = 如 (tew)ex(0<ese)， 

第 三 次 注射 前 -- 膀 间 , 体内 血 药 浓度 为 C(t) = 
癌 (+ee)ew = 多 (e+e ze) 第 三 次 注射 剂量 Du 后 一 朋 
间 , 体 内 血 药 小 度 为 CrD+ 名 = De a 
te + oe 时 刻 的 体内 血 药 浓度 为 

C= te ew)e (0Krr). 


依 此 类 推 ,第 > 次 注射 Du 后 ,从 该 次 注射 时 刻 算 起 ,z 时 刻 的 
体内 和 药 浓度 为 


EF D 
C(t)= (1 十 已 te 2kr 二 十 


“Rr 二 所 十 


-让 本 re“(o<rsa) 
以 时 间 为 模 轴 ,J 血 药 浓 度 为 纵 轴 ,得 到 赚 12. 不 难看 出 ,在 每 
-一 让 射 周 期 内 , 血 药 浓 度 下 降 的 规律 相同 , 随 着 注射 次 数 有 的 增 
时 24 二 
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大 ,体内 血 药 浓 度 且 上升 的 趋 即 . 


图 12 岗 期 性 静 千 注射 的 忆 - :曲线 


那么 , 随 着 * 的 无 限 增 大 ,页 药 沙 度 是 否 会 无 限 上 升 呢 ? 这 
就 需要 观察 4 一 ee 时 CG, {+z) 的 极限 . 


Dn 1 ee -xDo. 上 
Vilere Ver 
这 就 是 周期 性 静脉 注射 情形 下 体内 血 药 浓 上 典 的 稳 态 水 平 ,也 称 为 
坪 浓 座 , 记 为 C. (7). 


Er 


lant 【tt 一 lim. 


CalF)e V1- ys (Qtr) 
显然 , 硅 浓 度 的 最 大 值 、 最 小 值 和 和 平 拘 值 分 别 为 ; 


-Pe 

(Ce Je Tie 
Doe” 

Cr La 人 Ve =e ry) 


a -DD 
本 全 一 上 C(t dt = Ve 


临床 应 用 ，; 

(1) 制 下 络 药 方案 

当 Po ,r 改变 时 ,将 影响 CC CC 及 Ce 的 值 .- 因 此 在 
了 本 
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制定 给 药方 案 时 ,应 考虑 剂量 D。 和 给 药 则 隔 *. 最 理想 的 情况 是 
算得 的 给 药方 案 保 持 血 药 浓 度 在 (CC) ,和 (Cw) 之 间 . 药物 的 
有 效 治疗 浓度 范围 为 最 小 有 效 浓度 一 最 小 中 毒 浓 度 .一 般 地 , 取 
(Co )mm 三 最 小 有 将 浓度 ,CC ) ,二 最 小 中 毒 浓度 . 


由 CE 和 可 计算 出 最 大 给 药 间 隔 ,再 令 ( CC ) ， 


二 3 C.， 具 中 C. 为 最 小 有 效 血 药 浓 度 , 则 剂量 De - 


VvV{l1l—e 
CUVIen —1). 

(2) 偶 痊 剂量 

为 了 使 血 药 浓 度 尽 快 达 旬 临床 有 效 的 水 平 ,医生 常 希望 第 一 
次 给 药 后 血 药 浓 度 即 达到 坪 浓 度 , 然 后 每 隔 时 间 r 给 以 维持 剂量 
Do ,使 血 药 浓 度 维持 在 坪 浓 度 附 近 . 这 样 ,第 一 次 剂量 需 大 些 , 称 
负荷 剂量 或 冲击 剂量 , 记 为 Do ， 

Do -一 Do BE 天 Do 

令 I ”Tt 一 er) 9 得 D, “I 
可 见 , 人 荷 剂量 应 是 维持 剂量 的 (1 一。“) 倍 . 

值得 指出 的 是 , 阁 床 任 生 常 以 维持 剂量 的 2 售 为 负 薪 剂量 ,这 


相当 于 -二 =2, 即 = Te= 蜡 , 即 仅 当 给 药 间隔 等 于 或 接近 
于 半 究 期 时 ,这 样 做 才 合乎 要 求 ,否则 便 不 妥 . 


参考 文献 : [36],p.247 一 251;[39],p.185 一 189. 
13、 产 品 利 润 中 的 极限 问题 


已 知 生 产 z 对 汽车 挡 泥 板 的 成 本 是 CCz)=10+wT+Zzz( 美 
元 ) ,每 对 的 焦 价 为 5 美元 .于 是 销售 > 对 的 收入 为 R(x)=5z. 
a) 出 售 zx +1 对 比 出 货 工 对 所 产生 的 利 渔 描 长 额 为 1(x) = 
2 二 
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[RUr+i)-Cltzrz+ri-[LRIzy-Ctzi. 当 后 产 稳定 .产量 很 
大 时 ,这 个 增长 额 为 lim 1(x), 试 求 这 个 极限 值 ; 


b) 生产 了 z 对 挡 泥 板 时 ,每 对 的 平均 成 本 为 ctz? , 同 们 当 
产品 产量 很 大 时 ,每 对 的 成 本 大 致 是 tim CE 1 , 试 求 这 个 极限 
值 

解 : a) [Cr)=[S(xz+1)-- (10+V1+(1+x) )] 

[Sxr - (10+v11+ xz’)] 
0 
求 im T(x) ,实质 上 是 求 
te 


oe 


Tr tv lt(lt+ry 


eR 


i 


lim, I(x)=5—1=4 


i 
b) lim C= lim I 


i 十 DC 


参考 文献 : [25], 上 册 ,p,173. 


.2 + 
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14、CO, 的 吸收 


空气 通过 盛 有 CO 吸收 剂 的 而 柱 形 器 亚 ,已 知 它 吸 收 CD 的 
量 与 CO 的 百 分 浓 度 及 豚 收 层 厚 度 成 正比 . 今 有 CO, 合 量 为 8% 
的 空气 ,通过 厚度 为 10 厘米 的 吸收 层 后 ,其 CO, 含量 为 2 种, 问 . 
(1) 若 通 过 的 吸收 层 厚 度 为 30cm, 出 口外 空气 中 CO, 的 合 量 是 多 
少 ? (2) 阁 要 使 出 日 处 空气 中 Co 的 含量 为 1% ,其 吸收 层 厚度 
庙 为 多 消 ? 

解 ， 设 吸 收 层 厚度 为 dcm. 现 特 吸 收 层 分 成 nt 小 段 ,每 小 慨 
吸收 层 的 厚度 为 全 em. 

已 知 吸 收 CO, 的 量 与 CQ, 的 百 分 浓 度 及 有 吸收 层 厚 度 成 正比 ， 
今 有 CO, 会 量 为 8%% 的 空气 ,通过 第 一 小 段 豚 收 层 后 ,吸收 CO， 


的 量 为 上 .8% :三 ,空气 中 CO, 的 含量 为 8% ~ hk8% 4 = 
8% (1-& 全 ;通过 第 二 小 段 豚 收 层 后 , 吸收 CO, 的 量 为 
“人 ,空气 中 CO, 的 含量 为 8% [1 全) - 
=8% (1—k 人 a); i 

依 此 类 推 , 通 过 第 aa 小 段 吸收 层 后 ,空气 中 CO, 的 含量 为 
8% (1-#). 

当 nn 一 oo 时 ,即将 吸收 层 无 限 细 分 ,通过 厚度 为 dem 的 吸收 
后 后 ,出 已 处 空气 中 CO, 的 合 量 为 . 

1 | 
1+_ 1 


lm8% {1-4 人 EO) = | 
ka 


"IF + 
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=8%e-* 
己 知 通过 厚度 为 10 厘米 的 吸收 层 后 ,其 CO, 含量 为 2% , 即 
8%e :02% ,得 天 一 ln215. 
(1) 若 通 过 的 吸收 层 厚 度 为 30ecm, 序 =30cm, 则 出 口 处 空 
气 中 CO 的 含量 为 ;8%e 了 **” = 一 0 125% ， 
(2) 要 使 出 三 处 空气 中 CO 的 售 量 为 1% , 则 8%e **4=8% 
xe $x*4-1%, 即 225=8，。 . $=3,d=15cm, 


此 时 吸收 层 厚度 为 15cm. 
参考 文献 : [40]. 
1S、 利 用 逐次 逼近 方法 求解 开 普 勒 方程 


开 普 朝方 程 
二 gsin T+a(0<g 达 1,a 是 常数 ) 
是 用 来 确定 行星 在 其 轨道 上 的 位 置 的 , 任 取 一 个 数 xo, 作 如 下 逐 
次 迭代 数列 
T1 二 QSIm ro ta,r = gsin xita, 
Tn SN Ta 
证 明 这 个 数列 的 极限 存在 , 且 此 极限 恰好 是 开 普 勒 方程 的 唯一 解 ， 
解 : 我 们 熟知 ,数列 jz.| 有 极限 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任 
意 给 定 的 es。>0, 存 在 正 整 数 N ,使 得 当天 >a>N 时 ,有 
[x 一 工 | < 
这 就 是 著名 的 :关于 数列 极限 的 柯 西 收 伍 准则 . 
下 面 我 们 对 于 迁 代 数列 | x, 1 应 用 柯 西 收敛 准 则 ,证 明 数 列 有 
极限 . 
.298 ， 
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由 x; 一 x 二 gq(sin wsSin wo) =29sin El 了 cos 本 
注意 到 |sin zf| 委 |z| 及 |eos 工 | 所 1 有 
| -x [Slr -xol= A 
其 路 三 | 过 | 一 工 | 基 常 数 . 间 理 ， 
|x3— Ti | rs 一 工 ! [Sg A 
和 护 次 进行 下 去 ,可 得 
{zt TC Tg (n=1,2,.…) 
因此 , 当 玉 六 时， 
ee 0 I ee ee | 
| 
<T 
由 于 0<9g 扫 1, 有 
lim -0 
这 样 , 对 于 任意 给 定 的 正 数 6, 总 存在 正 整 数 ,使 当 加 > 站 > RN 
时 ， 
| 工 。 -alee 


根据 村西 政 全 准则 ,数列 | zx, | 的 极限 存在 . 
以 下 证 明 此 极限 是 开 普 勒 方 程 的 解 ,最 后 证 胡 解 的 唯 --- 性 . 
各 说 jim rn = 有 ,出 在 等 式 x,,, = 二 gsin x 十 a 中 令 n 一 00, 由 
sin z 的 连续 性 得 
二 二 如 Slim 二 十 总 
即 & 确实 是 开 羡 凌 方 程 的 解 . 
不 难 证 明 ,这 个 是 开 普 勒 方 程 的 唯 - 解 . 事 实 寺 , 若 假 度 后 
是 井 普 朝 方程 的 另 一 个 解 , 革 
& =ogsiné +a 


"I 
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则 
IE—E£ |=glsin -siné |<gqlé -| 
但 0<e<1, 故 上 式 轨 贞 仅 当 有 = 二 时 才 成 立 . 

这 就 说 明 用 此 题 中 描述 的 乏 次 到 近 法 求解 开 普 勒 方程 是 合理 
的 . 

思考 题 : ”- 般 地 ,对 于 方程 

r= p(xr) 
给 定 一 个 初 值 xo ,代入 右 端 可 算得 -个 z= g(xo), 再 将 x 代 
人 右 庙 ,又 可 得 到 rs = p(xz1),… ,如 此 继续 下 去 ,会 得 到 一 个 数 
列 | zx | ,其 中 
Tert™— Wri)s k=0,1,2,*" 
ix! 称 为 选 代数 到 ,p(x ) 称 为 近代 栈 数 . 

斌 证明: 若 p(x) 满足 条 件 

1 当 zE[a 5 时 ,pfz)E[a 65]; 

2” 存在 正 数 了 <1, 使 对 任意 zx 所 [aa ,5]， 

pz L<1 
则 了 =etzr) 在 La,8] 上 有 了 唯一 的 根 E, 旦 对 任意 的 初 值 ro 后 【|a， 
五] , 选 代数 列 如 本 9 交 天 二 0 12.…) 收 伊 于 二， 

我 们 可 以 依据 上 述 结 论 求 方程 的 根 . 例 如 , 求 方 程 x* -x 一 1 
=0 在 z=1.5 附 近 的 近似 根 (准确 到 10…). 

令 了 F(z)=z 一 zx 一 1, 由 f(1.5)=0.125, ft(1.4)= 
一 0.216, 再 根据 闭 区 间 上 连续 孙 数 的 介 值 定理 知 ,在 [1.4,1.5j] 内 
有 f(x) 二 0 的 一 个 根 . 

将 原 方程 化 为 =v x7 +1, 则 选 代 函 数 为 g(x) z+1. 
对 EL1.4,1.5] ,1g (zr)|=|2zxj3(x? +1) 六 |<1. 取 初 值 xo = 
1.5, 旭 入 代数 列 

zi = 了 +1,{ 下 二 人 0,1 ,2,.…) 
必 收 伍 . 所 得 数列 如 下 
站 30 站 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


tr 一 T.S, ri 一 1.481248 ,rs =T.47270S7 
za=1.4688173, 7 = 1.467048,7s = 1.466243 
x6 =1.4658768, rx; = 1.4657102 
故 可 取 所 求 近 扎根 为 
El1.466 
参考 文献 : [571,p.63 一 64;[621],p.185 一 190. 


16、 你 知道 在 分 形 几 何 中 的 Koch 轩 花 凤 


在 分 形 几 和合 中 常 提 及 的 Koch 雪花 ,可 道 过 递归 方法 生成 . 设 


图 ]6-1 Pi 一 3， 


4 
万 图 15 一 2 P= Pl 
| 一 一 一 


及 ;一 六， t+" 言及 


有 单位 边 长 正三 角形 ,如 图 16-1, 则 其 周 长 为 Pi =3, 面 积 为 A 
=V3/4. 将 每 边 三 等 分 ,以 中 间 三 分 之 -. 段 为 边 向 外 做 正三 角形 . 
如 图 16 一 2 ,每 -- 条 边 生 成 四 条 新 边 ,新 边 长 为 原 边 长 的 二 ,同时 ， 
生成 的 三 个 新 三 角形 ,每 个 的 面积 为 原 三 角形 面积 的 十 , 故 总 周 长 


P= 务 Pi ,总 面积 4; = Al + 3 可 "Ai ,依次 进行 下 去 ,得 


* 了 1 : 
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试 讨论 当 2 一 co 时 周 长 P, 和 面积 有 A, 的 极限 . 
解 : 如 图 16 一 3 和 16 一 4 所 示 , 为 求 通 项 P, 和 A, 的 表达 式 ， 


ER 


疼 156 3 普 亲 边 咎 成 图 16 4 四 革新 按 共 生成 
四 茶 新 边 四 个 新 的 小 三 攻 了 形 


注意 递归 中 :11) 每 一 条 边 生 成 四 条 新 边 ;(2) 下 - 步 ,四 条 新 边 
莫 生 成 四 个 新 的 小 二 骨 形 ,得 到 


nH 1 
P,= 吨 Pi=…= 了) PI,n=1,2,* 
1 
3 


ae 全 


到 
=A1+3: 可 AL+3.4.(5) A 二 


3 全) 
uO 1 


nC 一 2,3, 
于 是 ， 
limP,= 十 ce 
1 
i 3 31_2Y3 
limA, = A 1+ 一 天 = 上 = 等 


思考 题 : 若 将 平面 单位 边 长 正三 角形 推广 到 空间 中 单位 楼 
长 正四 面体 . 开始 时 ,四 面体 面积 S, =Y3, 体 积 V， 


四 面体 的 每 个 面 上 三 条 中 位 线 构成 小 正 三 角形 ,以 这 样 的 小 正三 
=“ 2 +" 
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角形 为 底 历 外 做 小 计 四 面体 .于 是 ， 


】 
$=3 5 ya Va +4-{ 计 }-V， 


依次 进行 下 去 . 试 讨论 当 nn 一品 时 面积 5S, 和 体积 VY, 的 极限 (等 


3 号 
案 : S,.= FS,-1=( 子 ) 1 十 oo， 


1 7 和 1 U 

ro > 
参考 文献 : 152],p.265 一 273. 
17、 巧 分 蛋糕 


妹妹 小 英 过 生日 ,妈妈 给 做 了 -- 据 边界 形状 任意 的 蛋糕 ( 见 图 
17- 1 机 痛 小 明 见 了 了 也 想 吃 ,小 英 指 着 重 糙 上 一 点 对 哥哥 说 ,你 
能 过 这 点 切 一 刀 , 使 切 下 的 两 卖 蛋 糕 面积 相等 , 便 把 其 中 的 一 块 送 


给 你 .小 明善 想 了 半天 ,终于 用 刚刚 学 过 的 高 等 数学 知识 初步 解决 
了 这 个 问题 .你 知道 他 肌 的 是 入 么 办 法 吗 ? 


图 17-1 能 切 咸 相等 的 两 块 吗 ?， 图 17-2 nao 时 5S};>S; 


分 析 : 半 题 归结 为 如 下 --: 道 几何 证 明 题 . 


”了 3“。 
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已 知 平面 上 一 条 没有 交叉 点 的 封 骨 曲线 (无 论 什 么 形状 尹 卫 
是 曲线 所 力图 形 上 任 -点 .求证 : - 定 存 在 -- 条 过 了 的 直线 .将 这 
图 形 的 面积 二 等 分 ， 


I 二) 


图 17-3 旋转 成 = 前 图 17 一 4 旋转 180 "后 

证 明 : 

1. 过 点 任 作 一 直线 !, 将 曲线 所 力图 形 分 为 两 部 分 ,其 面 
积分 别 记 为 5S. .S:. 若 5, = Ss( 此 种 情况 很 难 办 到 ), 则 7 即 为 所 
求 ; 若 Si 天 SS, , 则 不 芒 没 S, > 5;,( 此 时 i 与 xz 轴 正 向 的 夹 舶 记 为 
ao; 见 图 17 一 2) ,下面 对 此 种 情况 证 明之 . 

2. 以 卫 点 为 旋转 中 心 ,将 了 按 道 时 针 方 向 旋转 ,面积 S, .5S， 
就 连续 地 依赖 于 角 az 变化 , 记 为 Sif(a)、 sfe) ,并 设 fla)= 
Sita) 一 Sata), 如 图 17--3 所 示 . 

3. 画 数 fa) 在 [oo ,eo + x] 上 连续 ,有 目 在 端点 异 号 ， 

flao)= Si(a0) — Sa0)>0 
flav tax)= Stao tx)— SS (aut+x) 
= Sa0) ~ Stao) < 
(旋转 180 后 的 情况 见 图 17 - 4) 根 据 零 点 定理 , 必 存 在 一 点 EE 
(ao,eo+x) ,使 六 E)=0, 即 ,使 SUE) -SS,(#)=0, 或 S,(£)= 5, 
(. 过 P 作 直线 ,使 之 与 + 轴 正 向 的 夹 角 成 £, 该 直线 即 为 所 求 . 

注 : 实际 上 小 明 只 证 明了 这 样 的 直线 一 定 存 在 ,究竟 如 和 何 我 

到 € 角 还 有 竺 研究 , 留 给 读者 去 思考 取 ! 
.3d 3 
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18、 抛 物镜 聚焦 问题 


有 一 抛物 镜 与 一 平面 { 记 为 rOv) 的 交 线 为 执 物 线 ,其 方程 为 
y 王 了 ,光线 沿 平行 半 y 轴 的 方向 射 人 人, 碰 到 镜面 后 反射 , 试 研 究 
反射 线 的 轨迹 . 

解 : 如 图 18. 设 PP 为 入 射 点 ,如 
为 过 也 点 的 切线 与 y 轴 的 交点 ,下 为 
反射 线 与 y 轴 的 交点 ,从 图 上 可 以 得 
出 如 下 几何 结论 : 

1) FPG 是 反射 角 8 的 余 角 ; 

2) 人 FGP 等 于 入 射 角 4a 的 余 
骨 . 
根据 反射 定律 ,FPG = FGP, 从 
而 FG = FP. 用 a 表示 P 点 的 横 坐 
标 , 则 其 级 坐标 y= az. 用 -= 表示 已 图 二 反射 线 都 过 成 让 
点 的 纵 坐 标 , 于 是 据 勾 股 定理 有 

PP 一 QT 一 


切线 PG 的 方程 为 

y =)= f(r-a)tfla) 

=2a{r—-a)ta’ 
在 z=0 处 0)= 一 2a +a 二 一 a? ,此 即 G 点 的 纵 坐 标 ,由 此 可 
知 FG 的 长 为 c 一 (一 a.)=c+a’, 威 PF=c+a’, 于 是 有 
a +{(a -c=(cta’)? 
展开 平方 项 ,消去 共同 项 ,两 边 加 上 2a’c 并 除 以 a 得 
4c 三 1, 即 

这 说 明 , 对 所 有 点 ,总 下 的 位 置 都 相同 . 即 ,-- 切 与 y 轴 平 行 的 
射线 经 能 而 反射 后 部 经 过 点 (0, 于 ) ,由 解析 儿 何 知 ,此 点 正 是 扣 


“卫生 “ 
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物 线 y= x 的 焦点 . 

从 很 远 的 星球 上 发 来 的 光线 是 非常 接近 于 平行 的 .因此 , 铬 搜 
物镜 的 加 指向 某 颗 星星 , 则 所 在 的 光线 都 反射 到 焦 品 ,利用 这 个 原 
理 估 们 制 出 了 反射 式 望 远 镜 ,用 于 大 文人 各 观察 天 体 . 

太阳 光线 几乎 是 半 行 的 ,因此 可 用 : -个 抛物 镜 很 好 地 聚焦 , 太 
提 灯 太阳 能 热 水 音 咒 是 利用 这 个 原理 制 成 的 ， 

友之 , 奉 拒 光源 放 在 焦点 处 , 则 经 此 四 镜 反 射 后 的 光线 都 平行 
开 > 轴 ,探照灯 .汽车 前 灯 .手电 得 就 是 利用 这 个 性 质 才 把 光线 集 
条 射 癌 远 处 革 一 方向 的 . 


参考 文献 ; [21;,p.126 一 128;[151 ,物理 2,p.87 一 88. 


19、 导 数 在 经 济 学 中 的 含义 


经 济 学 家 经 常 把 .一 个 函数 的 导数 称 为 该 函数 的 边际 值 .向 如 ， 
果 工 厂 生 产 一 种 产品 , 它 的 成 本 函数 是 y= 7(z), 即 生产 单位 
产品 所 花费 的 成 本 是 f(z) 元 .现在 生产 了 z+ Ax 单位 产品 ,所 用 
J je -单位 产品 ,平均 要 


用 成 本 全 六 元 , 称 lim 人 为 达 际 成 -下 成 本 表示 了 在 生产 之 单 


位 产品 +A a 得 : 产 一 单位 产品 所 需 成 本 的 近 
似 值 . 它 在 经 济 学 中 的 重要 性 是 利用 蕊 可 以 较 快 估计 或 预测 比 现 
状 再 多 生产 .一 单 位 产品 所 需 的 成 本 . 

当 畏 数 yz) 代 表 收 入 时 , 它 的 导数 广 (z) 就 是 边际 收 
人 ，, 它 可 以 估计 商人 在 销售 了 z 单位 商品 后 ,再 多 销售 一 单位 商 
品 所 得 收入 的 近似 值 . 

当 函 数 y= 乒 了 ) 代 表 利 润 时 , 广 (z) 就 是 边际 利润 , 它 豆 以 估 
计 商 人 在 销售 了 > 单位 商品 后 再 多 销售 一 单位 商品 所 得 利润 的 
近似 值 . 

"6 ， 
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例 {1) 某 企 业 生 产 一 种 产品 ,每 天 的 总 利润 P(x (元 ) 与 产 

量 x{ 吨 ) 之 间 的 函数 关系 为 
P(x)=250x — 5x” 

其 边际 利润 P {x)=250 一 10x. 

住 式 =10 时 ,PP (10)=150{ 元 ). 它 表示 ,在 每 天 生产 10 吨 的 
基础 上 , 冉 多 生产 1 哑 , 总 利润 将 增加 150 元 . 

在 工 =25 时 ,P'(25) 二 0, 说 明 当 每 天 产量 是 25 哑 时 , 肯 包 生 
产 1 吨 ,总 利润 几乎 没有 变化 ,这 是 产 量 并 没有 产生 利润 . 

住 工 二 30 时 ,P'(30)= -5 和 ,表明 产量 芷 30 味 / 天 时 ,再 杀生 
产 工 吨 , 总 利润 就 要 减少 和 0 元. 

这 说 明 并 非 生 产 的 产品 数量 越 多 ,利润 越 高 . 

例 (2) 某 酸 乳 酷 商行 发 现 它 的 收入 函数 R(x) 与 成 本 隔 数 
C(xzr) 分 别 为 

R(x)=12z7 -x7 与 C(xz)=3x2 +4,0 世 x 所 5,zx 的 单位 
是 干 升 ,R(x)、C{z) 以 千 元 计 . 


它 的 边际 成 本 me = C(x) = 方志 , 它 随 = 的 增 大 而 减 小 ， 


好 产量 越 高 ,成 本 越 低 . 当 z 为 1 千 升 时 ,mc = 与 元 (从 C(1.001) 
一 Ct1)=0.00149 二 元 =1.49 元 ,可 看 出 mx 是 非常 接近 实际 值 
的 ). 而 当 工 =4 下 升 时 ,mw = 了 元 . 它 表明 在 生 产 1 千 开 基础 上 


再 多 生产 1 开 , 需 成 本 1.5 元 ,而 在 生产 了 4 和 干 升 时 ,再 多 生产 1 
升 , 仅 需 成 本 0.75 元 .那么 是 否 生 产 越 多 , 赚 的 钱 也 越 多 呢 ? 从 收 
人 晴 数 Riz) 来 看 .边际 收入 
1 1 3 一 -34 
ma 一 12 本 三 EE 
当 r=4 和 干 升 时 ,再 多 生产 1 升 总 收入 几乎 没有 变化 (实际 上 上 反而 
王 降 }. 从 下 面 计算 可 以 看 出 : 
加 了 六 本 
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R{4)=12x2-8=16( 和 千克 ) 

R(4.001) = 15.9999963( 千 元 )】 
到 底 千 产儿 少量 赚钱 最 儿 ?” 这 要 从 利润 函数 来 看 . 

Pir)= R(xr)— Cr)=972 一 人 一 4 
边际 利润 
9.1 3 三 -3.3-x 

从 mp 可 以 看 到 , 当 上 和 3 时 ,每 多 生产 工 升 均 会 使 总 利润 增加 ;z 
=3 时 ,再 多 生产 1 升 ,总 利润 差 不 案 没有 变化 ;当下 >3 时 ,生产 
越 多 ,总 利润 下 降 . 国 而 商行 的 产品 产量 席 定 在 3 干 升 .下 面 是 些 
具体 的 数据 ， 


C2) =8.244 R(2)=14.146 P(2)=5.9 
C(3)=9.196 R(3)=15.588 P(3)=6.392 
C{4)=10 R(4)=16 P{4)=6 
注意 :zp(x) >0, 仪 表明 总 利润 在 递增 ,并 不 表明 赚钱 ,这 可 从 下 
面 例子 中 看 到 ， 


例 (3) 某 糕 点 商 生 产 某 种 糕点 的 收 人 函数 R(x) 与 成 本 函 
数 CUCz) 分 别 是 


一 和 Se 
R(r}=Y x( 千 元 ), C(x) FT 区 ) 


1 所 x 所 15, xz 的 单位 是 百 公 斤 . 问 他 应 生产 多 少 公斤 糕点 才 不 赔 
4 了 
解 : 利润 函数 P(xz)= Re) -Ctr)=vz- +3 只 有 


vx+l 
当 P(xz)=9 时 才 不 赔钱 ,P(rz) >0 时 会 赚钱 . 
p(xr)=CiYE (rt+3) Vr-3 
vx1l vr+l 
当 工 二 9( 百 公斤 ) 时 才 不 赔钱 ;x 之 9 时 ,赔钱 ,xz >9 时 赚钱 .而 
3 四 
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2 
mp=P 
它 恒 上 厂 十 间 . 边际 利润 大 十 0, 表明 多 生产 可 以 提高 总 利润 (包含 减 
少 坪 损 的 售 羡 ), 本 古 中 ,当世 900 公斤 时 ,多 生产 可 以 减少 直 
损 , 二 为 这 时 的 总 利润 小 于 零 . 直到 900 公斤 后 ,才能 真正 赚钱 ， 


参考 文献 : [25], 上 册 ,p.212 一 214,p.261; 
[26],p. 119 一 123. 


20、 人 和 在 月 球 上 能 跳 多 高 


某 人 身高 2 米 , 在 地 面 上 可 跳 过 与 其 身高 相同 的 高 度 .假设 他 
以 同样 的 初速 度 在 月 球 上 跳 ,请 问 能 跌 多 高 ? 又 ,为 了 能 在 月 球 上 
跳 过 2 米 ,他 需要 多 天 的 初速 度 ? 

解 : 在 地 面 上 跳高 ,就 是 克服 地 球 引力 把 身体 * 抛 "到 高 处 . 
这 里 跳 过 了 2 米 , 是 指 把 人 体 的 重心 提高 到 了 2 米 .粗略 地 讲 , 人 
体 的 重心 约 在 身高 的 一 半 偏 上 一 点 处 , 故 , 若 把 人 体 当 作 质 点 来 


看 , 则 可 视 晃 高 为 以 初速 ve 把 位 于 (身高 x 守 ) 处 的 一 质点 舍 直 


上 哲 . 为 了 求 出 所 跳高 度 与 时 间 + 的 函数 关系 ,建立 如 图 20 所 示 
的 坐标 系 ， 

由 时 = 一 g 及 wv(0)=wn 
得 v1)= — gt+w (1) 


由 衬 =u(z) 及 z(0)=2x 寺 =1 


得 z(t) = 一 诗 gt! + vot+l (2) 


企 月 球 上 跳高 的 情况 与 此 类 似 , 不 同 的 只 是 这 里 的 g 由 月 面 
上 的 重力 加 速度 g,, 所 代替 ,车 记 月 球 土 的 速度 及 位 置 函数 分 别 为 
39 站 
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zw za 因 题 设 初 速 相间 , 故 仍 记 月 球 上 的 初速 为 mo), 则 有 
vn (一 ~ gnt + vo (3) 了 
at) = 一 于 go 十 oz 十 ] (4) 
由 (4) 式 知 , 为 求 此 人 在 月 球 上 能 跳 多 
高 , 需 分 别 求 出 初速 we 及 跳 色 最 高 处 所 需 
时 间 . 
现 初 速 vw。 与 地 球 上 -的 相同 , 故 可 由 
(1) 《2) 式 求 之 : 办 20” 卡 高 示意 略 
因 跳 到 最 高 处 时 v(t1)=0, 故 vo= gr 


于 是 | 又 ,此 大 在 地 球 上 跳 了 2 米 高 , 故 有 


—_ 1 ,fw 
sa ye (2) -wo Ej) 


由 此 得 
2g8 一 名 ,da0 二 Vv25m4.428mys (5) 
{十 是 此 人 在 地 面 上 跳 到 2m 高 所 用 时 间 为 0 ~0.45s) 


Te ne 

由 (3) 式 及 vw (41)=0, 得 wo 二 gp, 即 V2E 一 gt, 由 此 可 
得 sm = 8 (6) 

将 (5).(6) 两 式 代 人 (4) 式 , 便 有 
一 


了 


.是 


一 总 +1 一 分 8034 
En 1.5545 


Ar, 078(m) 
由 ,在 月 球 上 能 跳 过 的 高 度 约 为 7.3078 米 . 
四 An 总 


+1 
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用 与 上 面 完全 类 似 的 推导 可 以 得 出 ,在 月 球 上 呐 2m 高 所 党 


初速 为 Vv 2g <1.763mfs( 见 (5) 式 ) ,所 用 时 间 为 | Ed .113s. 


比较 1 一 0.45s 与 1 二 41.13s 不 难看 出 ,和 同样 是 跳 2 米 高 ,在 月 
球 上 所 需 时 间 比 在 地 面 上 要 慢 一 个 因子 0.4(0.453 二 1. 13== 
0.398), 这 个 结论 具有 普遍 性 ,可 用 下 面 的 地 月 定理 来 让 明 . 

地 月 定理 : 设 x(:) 是 “地面 上 的 运动 *”, 则 


Tat) = xr( ke) (7) 


是 在 “月 面 上 的 运动 ”* ,这 里 上 fe 398. 


证 : 对 (7) 式 两 端 求 导 , 则 有 
T(t = (t= kv( kt) 


青 对 + 求 导 ,上 且 利用 和 = 一 g 得 


dnfth) 
em dt 


5 
=- -es= (| es 


因此 ,x (2) 满 是 月 面 运动 方程 . 证 毕 . 

公式 (7) 揭示 了 地 、 月 两 种 运动 之 间 的 内 在 联系 :地 面 运 动 改 
变 到 月 面 运动 时 ,时 间 变 慢 了 … :个 因子 0.4. 据 此 原理 ,如 果 我 们 
想 看 看 模拟 的 月 面 运动 ,只 需 用 正常 速度 的 0.4 们 放映 地 面 运 动 
的 电影 即 可 . 

* :地 泗 运 动 系 指 一 质点 在 接近 地 面 处 ,在 重力 影响 下 ,里 仅 有 重力 作用 的 重 直 运 
动 .月 面 运动 的 概念 与 此 类 似 , 不 再 重 述 . 


qz 人 gt) 
下 ™ kl kg ) 


参考 文献 : [2],p.145 一 149;[15], 天 文 1,p.99 一 100. 
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21、 拉 船 靠 岸 问 题 


如 图 21 所 示 ,在 离 水 面 高 度 为 站 (有 米 ) 的 岸上 ,有 人 用 绳子 抽 
船 年 让 .假定 缠 长 为 发 米 ), 船 位 于 离 岩 辟 s( 米 ) 好 ,试问 : 当 收 强 
速度 为 wokmys) 时 , 船 的 速度 .加 速度 各 是 和 多少 ? 


图 21 当 船 靠近 岸 时 ,v 与 a 都 不 断 刀 大 


解 : 了 三 者 构成 了 直角 三 角形 ,由 多 股 定理 得 


一 上 2 人 (1) 
两 端 对 时 间 求 导 , 得 
di ds 
2 di ™ Otes 二 
由 此 得 1 和 = 学 (2) 


! 为 缠 长 , 接 速 度 定义 , 即 为 收费 速度 wm, 船只 能 沿 ， 线 在 水 面 


上 行驶 逐渐 舍 近 岸 璧 ,因而 学 应 为 船 速 v, 将 它们 代入 (2) 式 得 般 
束 


本 
Ea (3) 


利用 (1) 式 消去 i ,得 
A42 . 
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0 = + oo (ms) (4) 
(4) 中 到 wo 均 为 常数 ,只 有 s 是 变量 . 按 加 速度 年 义 
dm do ds 


“di ds dt 


7 
-sr 
将 (4) 式 代 人 上 式 ,得 
了 里 
人 (5) 


(这 里 的 负 导 表明 加 速度 的 方向 与 轴 正 辐 相 反 . 事 实 上 , 船 速 
0、 收 强 速 度 mw 的 方向 也 与 x 轴 正 向 相反 .) 
由 {4) 与 15)} 式 可 知 , 船 速 与 船 的 加 速度 均 与 船 的 位 置 有 头 , 它 
们 是 变化 的 , 当 船 化 近 岸 时 , 船 速 与 加 速度 都 不 断 增 大 .细心 的 读 
者 , 当 您 在 公园 划船 需要 交 船 了 ,服务 员 用 多 子 把 船 勾 住 往 岸 边 拉 
时 ,您 是 否 注意 到 了 这 一 现象 昵 (服务 员 用 的 劲 一 一 即 收 强 速度 
- 样 ,您 却 感到 船 速 越 来 越 快 )? 


参考 文献 : [13|],p.51. 
22、 陷 波 电路 问题 


将 一 个 电感 为 上 的 线圈 与 一 电容 为 忆 的 电容 器 相 并 联 , 试 研 
究 此 电路 阻抗 的 变化 .这 里 角 频 率 ww 在 0 到 + 吕 之 间 变 化 ,并 假 
定 线圈 的 阻抗 等 于 零 . 

在 电学 中 已 证明 , 称 作 陷 波 电路 的 这 种 电路 其 阻抗 是 

Z= Lowl{l— LOw’) 
显然 ,除去 w=1fy LC 外 ,对 的 任意 正 值 ,阻抗 Z 都 有 定义 .Z 
的 导数 为 
时 可 了 四 
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dz _ L(1- LOw’ )+2L Co L(+ LCw) 
de (1 — LOw’ )? {1 ~ LOw) 
分 子 木 叮 能 等 于 等 , 央 此 ,Z 上 网 没有 极 大 值 ,也 没有 极 小 值 . 
地 总 是 正 的 ,因而 2 是 单调 增 的 . 


当 =0 时,Z = 工 , 说 明 过 原点 的 尘 切线 的 斜率 是 工 . 


当 一方 去 时 ， [Z|— 上 oO 当 t 一 二 十 co 时 ， 2—*0, 由 此 得 到 
它 的 变化 表 : 


函数 Z 的 性 态 


图 22 风波 电路 陆 抗 变化 图 


我 们 看 到 , 闻 抗 先是 非 负 的 ,接着 变 成 非 正 的 . 当 LCw? = 1 


a Er 、 
HT 0 ) ,所 抗 乱 穷 大 ,这 就 是 得 名 陷 波 电路 的 理由 .这 种 
‘4 四 
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电路 在 无 线 电 中 经 党 用 到 . 
参考 文献 : [4],p.145 一 146. 
23、 经 济 量 的 弹性 问题 


高 等 数学 中 讲 过 的 函数 改变 量 与 晤 数 变 化 率 是 绝对 改变 量 与 
绝对 变化 率 .从 实践 中 我 们 体会 到 ,仅仅 研究 函数 的 绝对 改变 量 与 
维 对 变化 率 还 是 不 够 的 .例如 ,商品 甲乙 的 单价 分 别 为 10 元 和 
1 000 元 ,它们 和 欠 涨 价 上 元 ,尽管 绝对 改变 量 一 样 ,但 各 与 其 床 价 相 
比 , 黄 者 瀛 价 的 百分比 却 有 很 大 的 不 同 :商品 甲 江 了 10% ,而 商品 
乙 仅 涨 了 0.1%. 因 此 ,我 们 还 有 必要 研究 函数 的 相对 改变 量 与 相 
对 变化 率 . 

定 叉 1 设 册 数 y= 了 (lz) 在 点 xo 处 可 导 , 称 本 数 的 相对 改 室 
量 Sy = 六 2 一/ 了 人 各 与 自 变 芋 的 相对 改变 量 人 之 比 当 
Az 一 人 0 时 的 极限 

Ay/ yo 三 Ay_ To 


-证 贞 
lim KR Arlry a Ar yn =f (Cro) Tro) 
为 乒 了 在 点 zo 处 的 相对 变化 率 或 弹性 . 记 作 


Ey 志 E/(xo) 
一 Ex 


对 一 般 的 了 , 苦 A(z) 可 导 , 则 有 EY = 了 (x)y05j, 是 x 的 本 
数 , 称 为 f(x) 的 弹性 函数 . 

阴 数 F(z) 在 点 z 的 弹性 反映 随 x 的 变化 (x) 变化 
幅度 的 大 小 ,也 就 是 F(.c) 对 z 变化 反应 的 强烈 程度 或 灵敏 度 . 


Ff(xo) 
ee 一 表示 在 点 xo 处 , 当 产生 11% 的 改变 时 , f(x) 近似 
四 村 人 四 
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地 改变 让 


在 市 场 经 济 中 ,经 常 要 分 析 - -个 经 济 量 对 扩 -个 经 济 量 相 对 
谈 化 的 灵 答 程度 ,这 就 是 经 济 量 的 弹性 . 移 如 ，- 般 来 说 ,商品 的 和 需 
求 重 对 市 场 价 桥 的 民 应 是 很 灵敏 的 , 录 划 这 种 灵敏 程度 的 量 加 是 
需求 弹性 . 
定 关 2 以 包 表 示 菜 商品 的 需求 量 ,P 表示 其 市 场 价 格 , 驴 
与 PP 的 关系 称 为 该 商品 的 需求 晴 数 , 记 作 Q@= FC(P). 
定义 3 说 某 商 品 的 需求 明 数 入 = fA(P) 在 Po 点 可 导 , 称 驾 
上限 
生 0 了 
肥 (- 知 这 )- -rpo7G 
为 该 商品 在 Po 点 的 需求 弹性 或 需求 弹性 系数 , 记 作 


7 P=P = 7(Po)= -fp RE 
(由 于 已 = 乒 忆 ) 为 单调 减少 函数 ,AQ 与 AP 异 导 ,P .Qu 为 正 


AQ/Qo Po i. 
数 ， 是 和 5 顾 ， 及 了 (Po)TrP 订 洗 为 负数 ,为 了 用 正 数 表 示 需 求 


弹性 , 故 在 定义 中 加 了 - -个 负 号 ,) 
例 1; 设 某 商品 的 需求 函数 为 Q=e 5, 求 
1) 尚 求 弹 性 阴 数 ; 
2) P=3.5.6 时 的 需求 弹性 


解 : 1)G = -se 
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rtS)= 一 1 ,说 明 当 己 =5 时 ,需求 变动 的 帆 度 与 价格 变动 的 幅 
度 相 同 ; 
7(3)=0.6<1 ,说 明 当 已 =3 时 ,需求 变动 的 幅度 小 于 价格 变 
动 的 幅度 . 即 此 时 价格 上 涨 1% ,需求 只 减少 0.6%; 
7(6) 二 1.2>1, 说 明 当 P=6 时 ,需求 变动 的 幅度 大 于 全 格 变 
动 的 幅度 . 芭 此 时 价格 上 王 1% ,需求 减少 1.2%. 
例 2: 某 产 品 清 销 ,准备 以 降价 扩大 销路 ,如果 该 产品 的 需 
求 弹性 在 1.5 一 2 之 癌 ,试问 当 降 价 10% 时 ,销售 量 能 增加 多少 ? 
人 人 
解 : 因 ?(P)<“ 让 ,由 题 设 条 件 ,得 
P 
_AQ 
1. 5 
于 是 全 15%; 


_AQ 


~ aaAQ 
又 由 2 一 6% 得 全 人 20% 


所 以 ,销售 量 约 能 增加 15 一 20%. 

例 3; ” 某 高 档 商 品 , 因 出 日 需要 , 拟 用 提 价 的 办 法 压缩 国内 
销售 量 的 20% ,该 商品 的 需求 弹性 系数 在 1.5 一 2 之 间 , 问 应 提 价 
多 少 ” 

解 : 由 题 没 条 件 ,得 


1.5~ (720%) 好 -13.3% 
五 
及 由 2 (0%) 得 人 -~~10% 
五 


所 以 ,该 商品 应 提 价 10 一 13.3%， 
四 A 中 
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下 面 我 们 用 需求 弹性 去 分 析 总 收益 {或 市 场 销售 总 笨 ) 的 变 
化 . 

总 收益 尺 是 商品 价格 与 销售 量 刀 的 乘积 , 即 尺 =P'Q= 
PA(P), 于 是 

R= /P+ PF P= 1+ FP)- py) 
= fF(P)(1— ») (1) 

由 (1) 式 知 ， 

1 韦 7 之 1, 需 求 变动 的 幅度 小 二 价格 变动 的 幅度 .此 时 ,RR 
>0,R 递增 .有 即 价 格 上 涨 ,总 收益 增加 ;价格 下 跌 , 总 收益 减少 . 

2) 若 wm 之 1, 需 求 变动 的 幅度 大 于 价格 变动 的 幅度 .此 时 ,RR 
<0, 民 递减 . 即 价格 上 涨 ,总 收益 减少 ;价格 下 跌 ,总 收益 增加 . 

3} 者 9 二 1, 需 求 变动 的 幅 赚 等 于 价格 变动 的 幅度 ,此 时 ,RR 
二 站 ,总 收益 取得 最 大 值 . 

综 上 记述, 总 收益 的 变化 受 需求 弹性 的 制约 ,由 商品 需求 弹性 
的 变化 而 变化 ,其 关系 如 图 23 所 示 . 

例 4: 设 某 商 品 的 需求 函数 为 


Q= HP)=12-£ 


2 2 SS el 
1) 在 P=6 时 ,车 价格 上 涨 1% ， ZN 
总 收益 是 增加 还 是 减少 ? 将 变化 百 
分 之 几 ? 0 ee 
2) 了 为何 值 时 总 收益 最 大 ? 最 
天 总 收益 是 和 多少? 


图 23 站 收益 与 需求 部 入 的 关系 
| 
解 : 1) 由 7(P)=-Q' 生 一 


-(- 本 ) TD= 直 上 ,得 9(6)= 半 <1, 所 以 价格 上 涨 
1% ,总 收益 将 增加 ， 


下 面 求 R 增加 的 百分比 , 即 求 RR 的 弹性 ， 
站 Pe 站 
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由 Re= AP)I- 信 得 玉 (6)=6 
由 RR=12P -上 。 得 R(6)=54 


2 
于 是 


ER ,a Hb 
EPl he (OR ON a 3 0 


即 当 也 =6 时 ,价格 | 涨 1% ,总 收益 约 增加 0.67%. 

2) R’=12-—P 

令 RR'=0, 则 P=12,R(12)}=72 
均 当 忆 =12 时 总 收益 最 大 ,最 大 总 收益 为 72. 

注 : 这 里 主要 就 需求 对 价格 的 弹性 作 了 简介 , 关 寺 其它 经 济 量 
的 弹性 ,读者 可 和 参阅 [7],[8] ,19|] 等 有 关 经 济 数学 的 专著 . 


参考 文献 : [7],p.197 一 201,p.204~207;[8j],p.317~322; 
19],p.125 一 130. 


24、 舱 空 摄影 问题 


一 飞机 在 高地 亩 2 公里 的 高 度 , 以 每 小 时 200 公里 的 速度 飞 
临 某 目标 之 上 空 ,以 使 进行 航空 摄影 . 试 求 飞 机 飞 至 该 目标 上 方 时 


摄像 机 转动 的 速度 . 
解 : 坐标 系 的 选择 如 图 24 所 ， 
未 :把 目标 了 到 为 坐标 原点 ,飞机 与 目 。 上 -一 -区 Zr 
标的 水 平 竹 离 为 x 公里 , 则 有 ee 
_2 本 加 
tg4 一 -39 1 


Cy 


由 于 与 6 都 是 时 间 : 的 函数 ， 


将 等 式 两 边 分 别 对 1 求 导 , 可 得 
图 24 ”从 高 空 拍摄 目标 0 


- 4D ， 
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z 9.d0 2 
Qi rz: di 
东 da _o.cos ,dr _ 2. 二 dr 
dr rr: di 1 r+4 di 
a 
zx 十 站 dz 
现 z 一 0(km), 守 = 一 200(kznfh)( 负 号 表示 z 在 减 小 ), 故 有 
1 :(—200) = 100(Cradih) 


中 角速度 为 100 弧度 /小 时 ,化 为 角度 就 是 
0X 一 之 ( 度 / 秒 ) 


参考 文献 : [141,p.334~335. 


2S、 飞 机 的 隆 落 曲线 


在 研究 发 本 的 自动 着陆 系统 时 ,技术 人 员 壳 要 分 本 发 机 的 降 
落 遇 线 .根据 经 验 ,一 架 水 平 飞行 的 飞机 ,其 降落 由 线 是 -一 条 一 次 
抛物 线 .如 图 25 所 示 , 已 知 飞 机 的 飞行 高 度 为 及 ,飞机 的 着 陆 点 为 
诛 点 口 , 且 在 整个 降落 过 程 中 ,飞机 的 水 焉 速度 始终 保持 为 常数 


x .出 于 安全 考虑 ， 飞机 蚕 直 加 速度 的 最 人 绝对 值 不 得 越过 基 , 此 


处 g 是 重力 加 速度 . 
(1) 在 飞 斩 有 从 z= xo 处 开始 下 降 , 试 确定 出 飞 机 的 降落 上 曲 
线 . 
(2) 求 厂 始 直 降 总 z 所 能 允许 的 最 小 值 ， 
解 : 设 飞 机 降落 时 在 错 直 平面 内 飞行 ,其 降落 曲线 是 该 钠 直 
平面 内 的 -- 条 平面 曲 线 .以 飞机 着 陆 点 为 原点 ,以 铝 直 面 与 地 而 的 
下 eT 地 
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交 线 为 x 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 ,y 表示 飞机 的 苘 度 ,如 网 25， 


图 25 降落 曲线 


(1) 设 飞 机 的 降落 曲线 为 
y=arc +phr +crta 
由 题 设 条 件 有 
y(0)=0,y(zr0)=h 
由 于 飞机 的 飞行 曲线 是 光 请 的 , 即 y(x) 具 有 连续 的 一 阶 时 数 , 所 
以 yz 还 要 满足 
y (0)=0,y (zo)=0 
将 上 述 四 个 条 件 代入 y 的 表达 式 ， 
y{0)=4=0 
yw (0)}=c=0 
y{ro)=arithritcrot+ad=h 
Y (rx)=3ari+2bro tec=0 
解 此 方程 组 得 到 ae 一 -人 竺 必 一 2 一双 0, 飞机 的 降落 曲线 
为 
Yy 二 -如 + (人 232 (1) 
企 了 0 ‘To 


(2) 飞机 的 和 王 直 速度 是 y 关 寸 时间: 的 于 数 , 故 
. 51 和 
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其 中 经 是 飞机 的 水 平 速度 ， 据 题 设 入 = = ,因此 


dy __ -Sh (| 
证 由 


BB 人 
答 真 加 速度 为 
里 y 6huf2t dz 6hu {22 . 
di? 车 1!) 时 ro ( (2) 
将 穗 直 狂 速 度 记 为 a(x), 划 
latx )= 多 人 1 :El | 


内 此 , 刁 直 加 速度 的 最 大 绝对 值 为 


Pa ,latz)l= ne 
了 [x Tn 
根据 设计 要 求 ,有 Sh 
Ee 10 
此 时 证 站 必须 满足 
0 oh 
B 
eh 


所 以 ,x 记 能 允许 的 最 小 值 为 4 
ER 
让 .例如 当 飞机 以 水 平 速 度 每 小 时 540km .高度 [ 000m 飞 


临 宙 场 上 空 时 


_ 540x1 000 /60x1 8900 
-nh 3 600 9.8 


芭 飞 机 所 需 的 隆 落 忠 离 不 得 小 于 11 737m. 


=11 737(m) 


-7 + 
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参考 文献 : [66 |. 
26、 飞 机 俯冲 时 机 枝 影 子 的 速度 


一 倘 总 机 沿 抛 物 线 y= xr* +1 的 轨道 向 地 面 以 冲 , 如 图 26 所 
未,z 轴 取 在 地 面 上 .机 臂 到 地 面 的 战 离 以 100mis 的 固定 速度 减 
少 , 阿 机 喜 离 地 而 2 501 米 时 ,机 喷 影 了 在 地 面 上 运动 的 速度 是 多 
少 ( 假 设 太阳 光线 是 铅 直 的 ) 

解 : 机 翼 到 地 击 的 距离 以 100 mfs 
的 速度 递减 ,所 以 机 辟 牌 直下 降 的 速度 
是 

Se -100 
《 取 质 号 是 因为 下 降 , 刘 向 癌 下 ]. 区 因为 
太阳 光 是 垂 育 的 ,太阴 到 地 而 的 距离 比 
六 机 和 到 地 面 的 距离 要 大 得 多 ,所 以 ,机 可 
影子 在 地 面 的 运动 速度 就 是 飞机 机 翼 的 。 图 26 飞机 销 冲 时 ， 


dq 机 爱 影 子 的 运动 速度 
水 平 速度 , 故 面 本 题 是 求 当 y=2 501 
m 时 ,学 =? 
2 CE 一 十 区 <) 《1 
两 边 对 上 求 导 , 即 有 
dy dx 
2 a (2) 


由 (1) x(2)=Y y(t) 一 1, 当 y=2 501 时 


= -50( 米 ). 把 们 = -100,z = -50 代 人 (2) 即 得 
dz  ，，。 
于 一 1( 米 / 秒 ) 


* $3 - 
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参考 文献 : [25], 下 肝 ,pb.23. 


27、 人 影 移 动 的 速率 


某 人 高 1.8 米 ,在 水 平 路 而 上 以 每 各 1.6 米 的 速率 走向 -- 街 
条 , 苦 此 街灯 在 路 面 己 广 $ 有 米 , 当 此 大 与 条 的 水 平 距 离 为 4 米 时 ， 
人 影 噬 点 移动 的 速率 为 和 多少 

解 : 这 是 -一 个 相关 变化 率 的 问题 .-- 般 地 , 设 x=zTtt) 及 yy 
= y(7) 都 是 可 导 随 数 ,而 变革 工 与 y 间 存在 某 种 关系 ,从 而 变化 
率 由 上 :可 


节 与 他 间 也 存在 .- 定 关系 ,这 两 个 相 王 依赖 的 变化 率 称 为 相关 
变化 束 . 
如 果 我 们 由 儿 何 学 或 物理 学 等 方面 的 知识 ,得 到 zx 与 y 亲 的 
一 个 函数 关系 y= /(z), 晶 F(z) 可 导 ,那么 由 复合 函数 的 求 导 法 
旭 ,有 
dy _ .de 
到 = 了 (十 
这 说 明 变化 率 和 可 以 通过 变化 率 伴 得到， 
对 于 所 给 问题 ,如 图 27, 以 DE 和 和 
BC 分 别 表示 人 高 和 灯 高 ,以 DB = z 和 
4B = y 分 别 表示 人 和 人 影 喘 点 到 灯 的 水 


平 距离 . 2 
由 于 全 ADEc 全 ABC, 有 
一 工 、1.8 25 
于 是 
dy _ 25 dx 图 27 人 与 街灯 去 意图 
dt 16 dr 


* 5 。 
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又 依 题 竺 =1.6 圾 


SY =X1.6=-2.5(mfs) 
即 人 人影 问 点 移动 的 速率 为 2. 5mis. 
思考 题 : 有 -- 闫 锥 形容 器 ,高 度 为 10m, 底 半径 生 米 , 今 以 每 
分 钟 Sm 的 速度 把 水 注入 该 容器 , 求 当 水 深 $ 米 时 ,水 面 上 + 上升 的 
速度 .其 中 ,(1) 圆锥 的 硕 点 刘 上 ;(2) 圆锥 的 顶点 朝 下 ( 管 案 : 均 


为 字 mfmin)， 
参考 文献 : [58],p.109 一 112. 


28、 陨 石 的 下 落 


地 球 的 质量 尾 5.983 x 10* 千 克 , 今 有 -- 块 质量 为 10 000 下 
殉 的 陨石 瑟 在 朝 着 地 球 的 上 方向 运动 . 

(a) 当 隅 石 与 地 球 相 此 100 公里 时 , 求 它们 之 间 的 引力 (以 午 
顿 为 单位 ); 

(5) 如 果 蜗 石 继续 朝 地 球 的 方向 运动 , 则 在 相距 100km 时 ， 
引力 的 递增 速度 必 多 少 ? 

解 : (2) 由 牛顿 的 万 有 引力 定律 知 ,两 个 距离 为 ~( 米 ), 质 
量 分 别 为 mi 与 mm 的 质点 之 间 的 引力 ,是 沿 它们 的 连 线 而 作用 
的 ,其 天 小 为 


1 Fi» 


0 
- 


其 中 G=6.673x10 Nm/kg 为 引力 常数 ,从 而 当 限 石 距 地 球 
r 米 时 ,两 者 问 的 引力 为 
F =6.673x10 上. 人 5983X10 710 


* 交 呈 
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二 39.92SX10 Xr ’ 
特别 地 , 当 = 100km= tom 时 ， 
F=39.925x 10 (NN) 
《二 ) 先 求 引 为 美 于 > 的 变化 率 : 


df dg 925x107 xr 2) 
dr dr 


= —79.85x 10"r 
当 r=100km= IO0m 时， 
FCIO0)= -79.85x10" x (10) ?= -T7985{(Nim) 
这 里 的 抽 号 表示 随 着 > 的 递增 ,为 下 递减 ;或 者 相反 , 随 着 > 的 递 
减 , 为 下 递增 ,从 而 在 澳 石 申 地球 100km 时 ,引力 的 递增 速度 为 
7 985N/m. 


参考 文献 : [1], 上 册 .p.132 一 134. 
29、 国 会 议席 的 估计 


在 一 次 美国 总 统 选 举 后 ,把 当选 总 统 所 得 公众 选举 票数 的 百 

分 比 记 作 p, 记 
re (0 pl1) 
这 个 函数 有 着 有 趣 的 考 质 ( 称 为 立方 律 ). H(p) 的 值 可 用 来 通 近 
当选 总 统 所 在 党 获得 众议院 议席 的 百分比 ,因此 , 称 HH(p) 为 “ 议 
会 函数 ”例如 ,在 1939 年 ,民主 党 候选 人 弗兰克 林 : 罗 斯 福 (F. nD. 
Rosevelt) 启 得 了 公众 61 和 的 选票 ,从 而 当选 总 统 . 在 那 次 选举 中 ， 
芭 会 果 数 王 (0.61)=0.79, 即 佑 计 民 主 党 将 十 众议院 议席 的 
79% .在 实际 选举 中 ,民主 党 赢得 333 个 议席 ,共和 党 赢得 89 个 席 
位 , 即 民 主 党 占 78.9%. 求 H(p) 的 一 阶 .二 界 导 数 , 分 析 同 症 性 . 
了 

解 : H(p)=3572 3 风 

四 中 四 
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dH _ 《3 万 一 3 如上 1)3 户 一 pi (6p —3) 
dp (3p* -3p+1) 


_3p’'(p’ -2p+1)__ 3p (p—1) 
(3p°—3p+1Y (3p’—3p+17 


LH_6p(p- 1)(2p -1) 
dp en 


从 而 当 D< pc<l 时 ， 了 sy 妈 壬 为 增 孙 数 . 即 在 总 统 选举 中 得 
ee 议院 获得 席位 越 多 ,实际 也 是 如 此 . 
当 0< p< 二 时 ， 4 1 >0, 即 在 (0， 方 } 上 是 上 加 的 . 


而 当 方 < 六 <1 时 ,2 < 即 在 [二 ， 1 上 是 下 四 的 . 


参考 文献 : [53],p.170 一 173. 


30、 怎 样 设 计 海 报 的 版 面 既 美观 又 经 济 


现在 要 求 设 计 一 张 单 栏 的 竖 向 张贴 的 海报 , 它 的 印刷 面积 
128 平方 分 米 , 上 下 空白 各 2 分 米 , 两 过 空白 各 1 分 米 ,如 何 确 定 
海报 尺寸 可 使 四 周 空白 面积 为 最 小 ? 

解 : 这 个 问题 可 用 求 -- 元 函数 最 小 值 的 一 般 方 法 解决 . 设 印 
刷 面 积 由 从 上 到 下 长 xz 分 米 和 从 左 到 右 宽 y 分 米 构成 , 则 zy = 


128, 从 而 y= 2 . 于是, 四周 空 白面 积 为 


4:1 


5 一 2 十 44 十 4.2 一 2 二 全 全 +8,0<z< 


两 进 辣 时 对 x 求 必 ,得 
-2512 


由 s 二 0 得 ,z=16, 此 时 y=8, 叉 苦 为 
,547 。 
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=1040 0<r<+o 
- 


所 以 , 当 海 报 印刷 部 分 为 从 上 到 下 长 16 分 米 ,从 左 到 右 宽 8 分 米 
时 ,可 使 四 周 空白 面积 为 最 小 . 

思考 题 : 者 海报 改 为 左右 两 栏 , 模 向 张贴 ,印刷 面积 增加 划 
180 下方 分 米 , 要 起 四周 留 于 空白 宽 2 分 米 ,还 要 留 上 分 米 宽 的 竖 
直 中 缝 ,如何 设计 它 的 尺 十 可 和 使 总 空白 面积 最 小 ? 能 否 用 其 它 方 
法 求解 【答案 : 印 删 部 分 从 左 到 右 2x?.5 分 米 , 从 上 到 下 12 分 
米 .还 可 用 求 多 元 旺 数 条 件 极 值 的 拉 格 妆 如 乘 数 法 求解 ). 


和 参考 文献 : [58],p.123 一 130. 
31、 接 受 能 力 与 讲授 时 间 的 关系 


通过 研究 一 组 学 生 的 学 习 行 六 ,心理 学 家 发 现 接 爱 能 力 { 即 学 
生 掌 担 一 个 概念 的 能 力 ) 依 赖 于 在 概念 引入 之 前 老师 提出 和 和 捕 述 
问题 所 几 的 时 间 . 讲 座 开 始 时 ,学 生 的 兴趣 激增 ,但 随 着 时 间 的 延 
长 ,学 生 的 注意 力 开 始 分 散 . 分 析 结 果 表 明 , 学 生 人 掌握 概念 的 能 力 
由 下 式 给 出 : 

G(x)= -0.1r*+2.6r1+43 

其 中 G (x) 是 接受 能 力 的 一 种 度量 ,x 是 提出 概念 所 用 的 时 间 ( 单 
fi -min). 

(a) xz 为 何 值 时 ,学 后 接受 能 力 增强 或 降低 ? 

(8) 第 10 分钟 时 ,学 生 的 兴趣 是 增长 还 是 注意 方 于 降 ? 

(c) 最 难 的 概念 应 该 在 何 时 讲授 ? 

《dz) 一 个 概念 需要 55 的 接受 能 力 , 它 适 于 对 这 组 学 生 讲 授 
吗 ? 

解 : (Ca)G {zr)= 一 0.2r+2.6 今 Ory=0 则 工 =13. 当 
13 时 ,G(xz)>>0,G(x) 单 调 二 升 ; 当 13 时 ,GG (rj<0,G 

局 四 
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(rx) 单调 下 降 . G 

所 以 当 提 出 概念 所 用 的 时 间 小 6。 (10,59) (13,59,9) 
于 13 分 钟 时 ,接受 能 力 增强 ; 当 提 出 
概念 所 用 的 时 间 大 于 13 分 钟 时 , 接 如 


1 
他 (一 一 有 rt 了 冲 二 十 443 
1 


受 能 力 降低 ( 见 图 31). 
(5) x 二 10€[0,13],G(zx) 单 调 in 
上 升 ,学 生 的 兴趣 在 增长 ， 者 二 一 7 


(c) GC(z) 在 z=13 时 取 极 大 
值 ,所 以 最 难 的 概念 应 该 在 提出 问题 
后 的 第 13 分 钟 时 讲授 . 

(ea 因为 G(13) = 59.9, 这 个 概 
念 需要 55 的 接受 能 力 ;小 十 最 大 接受 能 力 , 所 以 可 以 对 这 组 学 生 


图 31 接受 能 力 函 数 G(xz} 


参考 文献 : [45],p.76 一 77. 


32、 绝 热 过 程 中 的 压力 变化 速度 


在 化 学 中 ,所 谓 一 个 绝热 过 程 , 是 指 弃 不 能 得 到 热量 也 不 捉 失 
热量 的 过 程 .根据 实验 表明 ,在 一 个 绝热 过 程 中 , 某 些 气体 (如 氢 或 
氧 ) 在 一 个 容器 中 的 压力 P 和 体积 V 满足 公式 

PY = 常数 
已 知 某 一 时 刻 一 个 封闭 容器 中 的 氧 的 体积 是 4nm ,压力 是 0. 75 kg 
m ,如 果林 积 以 0. 5mijs 的 速度 增加 , 求 此 时 压力 的 递 厂 速度 . 
解 : 对 PYVL = 常数 .两 端 对 + 求 导 得 


PF 时 (V1) + 和 VC4=0 


即 px1. 4x Vd + + 人 x V14=0 


-50 : 
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dp -14Ppyeesdy PdY 
故 dt Vi di Bi 


将 问题 中 的 己 知 数据 代入 ,得 到 
d= ,4x x0.5= —0.13125Ckg/m/s) 
所 以 此 时 上 庄 力 的 弟 磊 速度 是 0.13125kgjm is 


参考 文献 [1], 上 册 ,p.169 一 170. 


33、 垒 球 比 赛 时 人 有 眼 的 转动 速度 


在 合 球 比赛 中 ,假设 你 正在 击 球 手 的 位 置 上 , 当 投 球 手 将 球 投 
出 时 ,你 总 想 要 采 住 飞行 的 球 ,这 样 , 击 球 的 准确 性 才 更 大 , 为 此 ， 
你 的 眼睛 就 要 随 着 球 的 飞行 而 转动 . 

现 设 球速 为 40mis, 而 且 为 方便 起 见 ,假设 球 在 和 你 眼睛 的 水 平 
面 上 飞行 ,本 侄 离 你 0.6m, 试 癌 : 当 球 穿 过 本 全 峙 , 若 雪 你 的 眼睛 
仍 能 了 采 住 飞行 的 球 ,那么 眼睛 的 转动 速度 庶 为 多 少 ? 

解 : 角 避 如 图 33 所 示 ,y 为 球 奔 本 人 鱼 的 匣 离 . 


球 ~ 本 大 
v 门 本 
人 | 寺 革 二 
图 33 双 球 的 飞行 


则 变量 y 和 #8 都 随时 间 变 化 而 变化 , 且 满 是 下 列 关 系 式 : 
志 


cos 上 = 一 
/PT 


对 上 式 两 边 求 导 得 


.0 。 
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— hy 


gd hy .dy 
sin 0 G1 Cy FhTIT d 


则 可 得 到 
dd_ nA dy 
dt y+h’ dt 


9 称 为 角速度 , 即 当 球 上 距 本 全 y 米 时 , 球 以 速度 我 飞行 ,而 你 以 连 


度 弛 转动 你 的 眼睛 . 当 球 穿 过 本 垒 时 ， 


> = —40ms,h =0.6m,3y= Om 


de 0.6 A a 二 
则 于 = 一 40)S 67radjs 人 每 秒 -3 839 度 
其 中 , 负 号 表示 转动 的 方向 为 使 9 减 小 的 方向 . 

下 而 来 简单 分 析 -- 下 以 上 结论 .假定 一 般 人 的 眼睛 志 秒 能 转 
动 180", 即 转动 速度 为 每 秒 900 度 , 这 一 速度 只 是 以 上 结果 的 子 ， 
因 噶 -- 般 人 很 难 在 比赛 中 真正 采信 飞行 的 球 .有 趣 的 是 , 当 取 h = 
2.5m 时 ,入 约 为 每 秒 917 度 ,此 时 ,你 能 够 盯 住 飞行 的 球 ,但 你 离 
本 刍 太 远 , 已 无 法 击 球 . 

参考 文献 : [153],p.608 一 610. 

34、 如 何 调整 工人 的 人 数 而 保证 产量 不 变 


- 工 有 zz 名 技术 工大 和 wy 名 非 技 术 工 大 ,每 天 可 和 牛 产 的 产 
二 pi 生 
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品 产 量 为 
Fry)=Ty  ( 件 ) 

眠 有 16 名 技术 工人 和 32 各 非 技术 工人 ,而 三 长 计划 再 雇用 1 名 
技术 工人 . 坛 求 长 如 何 调整 非 枝 术 工 人 欧 人 数 , 可 保持 产品 产量 
不 变 ? 

解 : 现在 产品 产量 为 f(16,32)==8 192 件 ,保持 这 种 产量 的 
晴 数 曲线 为 

flx,y)=8 192 
对 于 性 一 纵 定 慎 xz ,每 增加 - -和 名 技术 工人 时 y 的 变化 量 即 为 


这 函数 曲线 切线 的 斜率 9 
而 由 隐 函 数 存在 定理 ,可 得 


dy_ or 


dz af 


所 以 , 非 技术 工人 的 变化 量 为 


当 z=16,y=32 时 ,可 得 


dy_ 
dr “ 


因此 ,三 长 要 增加 一 个 技术 工人 并 要 使 产 量 不 变 , 就 要 相应 地 减少 
约 4 名 非 技 术 工 人 ， 

当然 ,此 题 亦 可 用 初等 数学 方法 求解 ,例如 下 面 给 出 的 一 个 初 
等 数学 解法 . 令 

ce: 每 无 可 生产 的 产品 产量 |; 

xo 三 16: 技 术 工 人 数 ; 

Yn 二 32: 韭 技术 工人 数 ; 

2 站 
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AT 二 1: 技 术 开 人 增加 人 数 ; 
入 y: 在 保持 每 大 产品 产量 不 变 情况 下 , 当 技 术 虐 人 由 16 名 增 
加 到 17 名 时 , 非 技 术 大 员 取 增加 (或 减少 ) 的 人 数 . 
由 已 知 列 方程 : 
(DD 当 技 术 本 人 为 16 各, 非 技 术 工 人 为 32 名 时 ,每 天 的 产品 产 
量 为 c, 则 有 方程 . 
TO'Y 二 上 . (1) 
(@ 当 技术 工大 增加 了 1 名 时 , 非 技 术 工 大 应 为 (yo +Ay) 名 ， 
且 每 天 的 产品 产量 为 c , 则 有 方程 : 
(xo tAr) (yo tAy)=e (2) 
联 立 方程 组 (1) ,(2), 消 去 c 得 ; 
To yo = (ro tATY (yo t+Ay) 
a Ay = Lxolt a | Az) ] yo Yo 


= -二 和 | 


RC 
= {1 Fe 
代 人 zo ,yo 、Ar ,得 . 
Ay 半 一 3.6 习 一 和 名 ), 即 减少 4 各 非 技术 于 大 . 
比较 这 两 种 解法 我 们 可 以 发 现 , 用 初等 数学 方法 计算 此 是 的 
工作 量 很 大 . 究 其 原因 ,我们 注意 到 下 面 立 展开 式 . 
_ a Ar _ A 2 n 1 各 六 和 
| 3[ 生 Fo D JE 


1 一 
Tn 


从 这 展开 式 我 们 可 以 看 到 ,初等 数学 方法 不 能 忽略 掉 高 阶 无 穷 小 ， 
= (全) 下 之 ， (Da 人 (全 让 (Azr-0) (3) 


而 商 等 数学 方法 却 利用 了 隐 吸 数 求 导 ,忽略 掉 高 阶 无 穷 小 (3) ,所 
四 53 四 
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以 计算 较 容 易 . 
大 老 文献 : [51],p.371~372. 
35、 谁 是 竞选 中 的 获胜 者 


我 们 分 析 竞 选中 上 崎 位 竞选 者 的 表现 .图 35 中 的 曲线 A(F)、 
tt 分别 表示 亮 选 开始 上 周 后 选民 对 竞选 上 者 太 、B 的 冯 持 率 .在 
第 五 周 ,竞选 者 A 的 支持 率 以 每 周 5% 的 速率 增长 ,竞选 者 B 的 
支持 率 以 每 周 3% 的 速率 增长 ,此 时 , A、B 的 支持 率 相同 , 均 为 
35%. 因 此 我 们 说 ,此 时 竞选 者 A 比 B 处 于 有 利 的 地 位 .但 随 着 去 
持 B 的 选民 的 增长 率 在 增 太 时 ,支持 六 的 选民 的 增长 率 却 在 减 
小 .我 们 说 竞选 者 BB 有 “ 雪 球 "效应 ,而 A 却 没 有 .事实 上 ,在 选举 
开始 后 的 第 十 周 ,竞选 者 B 有 55 名 的 支持 率 , 而 A 的 支持 率 仅 为 
45%. 


tr? 在 1 一 5 
的 斜率 等 于 5 


一 一 
| ln 上 
了 时间 ( 粹 辣 为 音信 


图 35 选民 对 竞选 者 点, 互 的 支持 率 
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本 数 4f0r) Bf) 的 区 别 在 于 切线 斜率 的 变化 率 是 不 同 的 . 切 
线 的 斜率 是 导数 ,斜率 前 变化 率 则 是 “导数 的 导数 ", 即 一 阶 导数 . 

试 应 用 “省 球 ”效应 理论 解决 下 面 的 实例 . 

一 个 新 手 参加 州 议员 的 初 选 .竞选 班子 认为 上 共有 有 “" 雪 球 " 效 
应 时 ,该 竟 选 者 才能 获胜 .在 竞选 的 第 > 周 时 ,民意 测验 结果 显示 
支持 该 竞选 者 的 人 数 { 单 位 : 百 万 ) 由 下 式 给 出 : 

S{(r)=3r+2v 7r +4.5 

武 Ib] :该 竞选 者 的 前 景 如 何 ? 

解 : 支持 该 竞选 者 的 人 数 的 变化 率 为 . 


' 1 
She- 
(zx) Re 
了 >0，.… S'{(rz)}>0, 即 支持 者 的 人 人 数 在 增加 . 
但 是 ,人 数 增加 的 变化 率 由 下 式 给 出 ， 
是 1 
SS fr) 一 一 一 
2w xr? 
zz0，- Sr)<0, 即 支持 该 竞选 者 的 人 数 的 增长 


率 在 减 小 .因此 ,该 竞选 者 没有 “ 雪 球 "效应 ,前 景 不 容 乐 观 , 除 非 采 
取 新 的 竞选 策略 . 


参考 文献 : [45],p.113 一 114. 
36、 工 人 上 班 何 时 效率 最 高 


对 荣 工 ) 的 上 午 班 工人 的 工作 效率 的 研究 表明 ,一 个 中 等 水 
平 的 工人 早上 8:00 开始 工作 ,在 z 小 时 之 后 ,生产 出 
Q(t)=— +9r+12: 
个 电 蛋 管 收 音 机 . 问 : 在 早上 几 点 钊 这 个 上 人 工作 效率 最 高 ? 
解 : 求 这 个 上 大 几 点 钟 工 作 效 率 最 高 ,就 是 问 早上 交点 钟 这 
个 工大 的 生产 率 取 到 最 人 值 .我们 知道 ，; 般 地 ,对 -十 羡 数 y= 
站 自 池 天 
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f(z) ,车 白 变 英之 在 ro 点 有 一 个 增 基 Ar ,必然 引起 因 变 景 y 的 
一 个 增 量 Ay= f(zxo +Ax) - Fro), 则 比值 心 就 是 当 x 变动 一 


数量 Ax 时 ,y 关 十 .z 的 平均 变化 率 , 在 此 题 中 就 是 一 个 中 等 水 平 
的 工人 的 产量 Q@ 关 十 i 的 半 均 生产 率 . 下 Ar 趋向 于 0 时 ,这 个 比 
值 的 极限 就 称 为 y 在 所 给 zz 值 时 的 变化 率 , 在 此 题 中 就 是 一 个 中 
等 水 平 的 工人 的 产量 Q@ 关于 上 的 变化 率 , 即 在 上 时 刻 的 生产 率 . 
也 就 是 说 这 个 工人 的 生产 家 就 是 导 函 数 

R(2)=Q (1)= 31:+18:+12 
假 乍 上 午 班 是 从 早上 8:00 至 中 午 12:00, 则 问题 转化 为 求 函数 
RR() 在 区 间 0 二 4 上 的 最 大 值 . 尽 人 zt) 的 导 商 数 是 

民间 二 人 人) 一 一 6 

当 上 =3 时 ,上 式 等 于 0. 比较 

RIO)=12,R(3)=39,R(4)=36 
由 求 函数 最 大 值 的 方法 知 , 当 :==3 时 , 即 在 上 午 11:00. 这 个 工人 
的 工作 效率 最 高 . 


参考 文献 : [51],p. 135 一 136. 


37、 怎 样 在 越野 赛 中 取胜 


越野 赛 在 湖滨 举行 ,场地 情况 如 图 37 一 1 所 示 : 出 发 点 在 陆地 
在 处 ,终点 在 湖 心 岛 B 处 ,A 、B 南北 相距 5km ,东西 相 诈 7km , 淹 
由 位 于 A 点 南 侧 2km, 是 - -条 东西 走向 的 笔直 长 起 . 比赛 中 运动 
员 可 日 行 选择 路 线 ,但 必须 先 从 A 出 发 跑步 到 达 长 堤 ,再 从 长 坦 
处 下 水 游泳 到 达 终 点 B. 已 知 运动 员 甲 跑步 速度 为 w = 18kmjh， 
汶 沪 速度 为 v, = 6kmilh. 问 他 应 该 在 长 堤 和 前 何 处 下 水 才能 使 比赛 
用 时 最 少 ? 
解 : 以 长 坦 作 为 x 轴 建 立 直 角 坐 标 系 ,A 、.B 的 坐标 分 别 是 
网 5 四 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


丽 37 -1 越 对 赛场 地 


六 (0,2),B(7, 一 3). 设 甲 在 x 办 上 R(xz,0) 企 下 水 .为 使 耗 时 最 
少 ,运动 员 契 陆 上 和 各 水 中 的 运动 路 线 应 该 郁 取 直线 .跑步 托 时 有 


=14R1 -Yt4, 游 沪 灯 时 += [各 = A 
总 耗 时 
T(r)= | 0 (1) 
求 ,使 T(x) 达到 极 小 . 
dl TT (2) 
dr 18Vr +4 6V(7- xr) +9 
令 T(r)=0， 得 
et 
-一 一 一 “0 二 rr 坟 7 3 
人 VD 0 
利用 (3)? 林 解 出 驻 点 x =6. 
计算 可 知 ,7(6)= 4 + 0-6)+9. 5 /00. 8784(h) 


类 级 可 得 T(OOR=1. 3804Ch) 
TY7jss0.9045Ch) 
57 四 
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比较 端点 与 驻 点 处 的 值 ,可 知 x =6 时 荆 (x) 达 到 最 小 值 .内 此 ,四 
应 该 在 <=6 处 下 水 ,才能 使 比赛 全 竹 用 时 最 少 - 
值得 . 提 的 是 (3)? 可 以 表示 为 
sina_snp Ww SMe (4) 


Ui U2 ~ sing vw 
上 共 中 a 是 线段 AR 与 y 轴 类 角 ,8 是 线段 RB 汪 y 轴 的 光 角 (0<a， 
B<). 这 与 光线 的 折射 定律 极为 相似 . 
思考 题 1. 一 东 光 线 由 空气 中 A 点 经 过 水 面 折 射 后 到 达 水 中 
B 点 .已 知 光 线 闪 是 沿 着 耗 时 最 少 的 路 线 传 播 . 在 如 图 37 -2 所 示 
坐标 系 中 ,A 、.B 坐标 为 A(0, 户 ),B(ad ,9g),z 轴 为 水 面 . 没 光 在 空 
气 中 的 速度 是 c。 ,天 在 水 中 传播 的 速度 是 c., 试 确定 交 线 传播 的 
路 线 ,并 找 出 人 射 角 a 与 折射 角 8 之 间 的 关系 . 


峰 37 一 2 光线 的 折射 


提示 : 光线 在 同 -介质 内 必 沿 直线 传播 才能 耗 时 最 少 . 设 折 
射 点 为 REx,0), 则 总 传播 时 间 为 
T(z)= Pt 


Ti! 


为 使 和 一 0,z 必 满 足 方程 


-= 。 
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二 
Vp tr Ci Vg + (dad—r) 
此 即 SC 一 全 
这 就 是 光线 的 折射 定律 : 
光线 所 一 种 介质 射 人 男 - -种 介质 时 会 发 生 折 射 现象 . 藻 光 在 
介质 工 中 的 速度 为 ci ,在 介质 2 中 的 速度 为 cy , 则 和 人 射 角 上 与 折 
射 朋 见 必 满 足 : 
sin da ol 
i BD cy (0 A ,0, < Ax/2) 
思考 题 2. 用 类 似 的 方法 也 可 以 获得 光线 的 反射 定律 .一 东兴 
线 由 AA 点 出 发 经过 镜面 x 的 反射 后 到 达 另 一 点 旦 .在 如 图 37 一 3 
所 示 的 坐标 系 中 ,A .8 坐标 分 别 为 4(0,p,BUd,9), 镜 面 r 为 
了 办 .已 知 沧 线 沿 耗 时 最 少 的 路 钱 传 播 , 试 殉 定 光 的 传播 路 线 , 并 
讨论 入 射 角 与 反射 角 的 美 系 . 


图 37 一 3， 光线 的 反射 


提示 : 光线 在 折射 点 之 前 .之 后 必 儿 直线 传播 才能 使 总 耗 时 
最 少 . 设 折射 点 为 R(z,0), 则 总 传播 时 间 为 


T(r 


* 0 ， 
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其 中 ce 为 光速 ， 
由 极 值 必要 条 件 可 知 
0rd) 
vp ir vqt(ad-x) 
此 有 即 sn a = 二 sin B. 十 是, 我们 得 到 苞 线 的 反射 定律 ;光线 在 发 生 反 
射 时 ,和 人 射 划 恒 等 于 反射 角 . 


参考 文献 : [55],p. 154;[68|],p. 109. 


38、 磁 盘 的 最 大 存储 量 


微型 计算 机 把 数据 存储 在 磁盘 上 .磁盘 是 带 有 磁性 介质 的 贺 
盘 , 并 由 操作 系统 将 其 格式 化 成 磁道 和 扇 区 .磁道 是 指 不 同 半 径 所 
构成 的 同心 贺 罗 道 , 筷 区 是 指 被 圆心 角 分 隔 所 成 的 局 形 区 域 . 磁道 
土 的 定 长 弧 段 可 作为 基本 存储 单元 ,根据 其 磁化 与 否 可 分 别 记 录 
数据 0 或 1, 这 个 基本 单元 通常 被 称 为 比特 (bit) .磁盘 的 构造 如 图 
38 所 示 . 

为 了 保障 磁盘 的 分 辩 率 , 广 道 宽 
度 必 须 大 二 p, ,每 比特 所 占用 的 磁道 
长 度 不 得 小 于 ps .为 了 数据 检索 的 便 
利 , 磁 盘 格 式 化 时 要 求 所 有 磁道 要 具 
有 相同 的 比特 数 . 

现 有 -- 张 半径 为 玉 的 磁盘 , 它 的 
存储 区 是 半径 介 于 与 尺 之 间 的 环 
形 区 域 , 试 确定 ,使 磁盘 共有 最 大 储 人 
存储 量 . 

解 : ”存储 量 = 磁道 数 x 每 磁道 的 比特 数 


设 存储 区 的 半径 介 于 与 RR 之 间 , 故 磁道 数 最 多 可 达 下 一， 
二 20 站 
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出 二 每 条 磁道 上 的 比特 数 相 同 , 为 获得 最 大 存储 量 , 最 内 一 条 磁道 
必须 装 满 , 即 每 条 磁道 上 的 比特 数 可 达到 4 所 以 ,磁盘 总 存储 


赴 
= 2 
B{r)=£ es 
A Ls Pl 


为 求 B{r) 的 极 值 ,计算 
"TR 2 
B'(r)=7o (R 2r) 


后 TT 
B(r) ol 2) 


令 B(7)=0， 解 出 驻 点 += 节 ， 
由 于 B"(r)<0, 在 r= 厄 处 B(x) 取得 极 大 值 . 


故 当 一 咏 时 ,磁盘 具有 最 大 存储 量 . 此 时 最 大 存储 量 Bo = 


2r 民 * 
Pps 4 

思考 题 : 一 张 直径 5.25 英和 十 的 双 面 高 密 软 虎 , 其 有 效 存 储 半 
径 民 =2.25 英寸 ,磁道 宽度 o =0.0061 英寸 ,每 比特 长 度 p= 
0.0011 英 和 寸 . 试 计算 此 位 盘 的 最 大 容量 ,并 与 实际 情况 相 比 较 . 提 
示 :Baw 2. 25 .只 -= 到- ,将 实际 数据 代 和 人 计算 知 B 二 

PPs pr 

2370240(hbit) 二 2315kb(1kb= 二 1024bit) , 序 此 磁盘 最 大 存储 量 约 为 
2315kb. 

实际 格式 化 时 ,磁盘 每 面 分 成 80 条 磁道 ,15 个 扇 区 ,每 个 扇 
区 有 512 比特 , 故 磁 盘 的 实际 存储 量 为 

B=80x15x512x2=1228800bit = 1200kb= 1.2M 
实际 格式 化 时 ,RR 二 2.25,r = 二 1.34. 
rs0.6R>0.5R 


-7 + 
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故 它 还 可 以 存储 更 多 的 信息 . 
参考 文献 ; 155],p.176. 
39、 征 税 的 学 问 


工厂 想 赚 钱 ,政府 要 收 税 ,一 个 怎样 的 税率 才能 使 双方 都 受 
益 ” 这 个 问题 很 现实 ,下 面 我 们 就 米 讨 论 它 . 

假设 .[- 上 以 追求 最 大 利润 为 月 标 面 控制 它 的 产量 g ,政府 对 
其 产品 征 税 的 税率 (单位 产品 的 税收 金额 ) 为 1 ,我 们 的 任务 是 , 确 
定 一 个 适当 的 税率 ,使 征 税 收益 达到 最 大 . 

现 已 憩 工厂 的 总 收益 函数 和 总 成 本 下 数 分 别 为 只 = 民 69) CC 
二 Ctg). 由 于 每 单位 产品 要 纳税 夺 , 故 平均 成 本 要 增加 上 ,从 而 纳 
税 后 哆 总 成 本 恩 数 是 

C=C(q)+tg 


利 猩 范 数 是 
L=R(g)- Clq)=R(g)- Clq)- #4 
dE, 
令 dr 有 
dR _ dC 
dg dg 和 
这 就 是 在 纳税 的 情况 下 获得 最 大 利润 的 必要 条 件 . 
政府 征 税 得 到 的 总 收益 是 
T=ig (2) 


显然 ,总 收益 工 不 仅 与 产量 9 有 关 , 而 且 与 税率 + 有 关 . 当 税 率 1 

三 人 人 示 税 ) 时 , 丁 =0; 湖 着 单位 产品 税率 的 增加 ,产品 的 价格 也 提 

高 ,需求 量 就 会 降低 , 当 税率 1 增 大 到 使 产品 失去 市 场 时 ,这 时 a 

0, 从 面世 有 人 ==0, 因 此 ,为 了 使 征 税收 益 最 大 ,就 必须 怡 当 地 

选取 # 我们 利用 沙沙 数 极 值 的 右 关 知 识 来 解决 本 问题 . 让 耐看 
四 本 
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:个 实例 . 
例 1: 厂商 的 总 收益 竖 数 和 总 成 本 隔 数 分 别 为 R= 300 一 
3g ,局 =g +2g+2. 厂 商 追 求 最 大 利润 ,政府 对 产品 征 税 , 求 
1) 征 税 收益 的 最 大 值 上 及 此 时 的 税率 1; 
2) 上 商 纳税 前 后 的 最 大 利 渔 及 价格 ， 
解 : 1) 由 纳税 后 获得 最 大 利润 的 必要 条 件 {1) ,得 
30—6gq=2g+2+t 
故 d， = 训 (28 一 2) 


根据 实际 阅 题 的 判断 ,9w 就 是 纳税 后 厂商 获得 最 大 利润 的 产 出 水 
平 .十 是 ,这 时 的 征 税收 益 函 数 


工 = tg = (281 — +) 
要 使 税收 个 取 最 大 值 , 令 宁 =0, 得 
吉 (28-22)=0, 即 1=14 
根据 实际 问题 可 以 断定 必 有 最 大 值 ,现在 ,二 =0 只 有 - 根 ,所 以 


当 z=14 时 ,全 的 值 最 大 . 这 时 的 产 出 水 平 g = 也 (28 -14) 一 


1.75, 最 大 征 税收 益 为 
T=19,=14x1.75=24.5 
2) 容易 算得 纳税 前 , 当 产 出水 平 g=3.5 时 ,可 获得 最 大 利润 
上 二 47, 此 时 价格 户 =19.5; 将 9 =1.75,t = 14 代入 纳税 后 的 利 
润 函 数 
L=R(g)—C(lg)= -4g +(28—1)q—2 
中 ,得 最 大 利润 工 = 10.25. 此 时 产品 价格 


? = ~ (30 -3g) -1.75 


好 gq-175 


* 7 了 - 
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=24.75 
可 见 , 因 产 品 钠 税 , 产 出 水 平 由 3.5 下 隆 到 1.75; 价 格 由 19.5 
[天 到 24.75; 最 大 利润 由 47 下 降 到 10.25. 


参考 文献 : [81],p.330 一 332. 


40、 以 多 大 利率 贷 出 贷款 可 获 最 大 利润 


1. 某 不 动产 商行 能 以 5% 的 全 利率 借 得 贷款 ,然后 它 又 把 此 
款 贷 给 顾客 . 若 它 能 估 出 的 款额 与 它 贫 出 的 利率 的 平方 成 反比 ( 利 
率 太 高 尤 人 借贷 ). 问 以 多 大 的 年 利率 贷 出 能 使 商行 获 利润 最 大 ? 


解 : 设 贷 出 的 年 利率 为 了 ,于 是 供出 的 款额 为 广 0 为 党 
数 ,商行 可 以 获 利 


P=(x ~0.05)- 名 = 上 -0 
证 十 + 
由 
P(x)=0 得 -各 + 和 =0 
A 本 出 
所 以 z=0.10 


P”{0.1)=k&(2000— 3000) <0 
克 z=0.1 是 个 极 大 值 点 ,日 Plzr) 仅 有 一 个 极 值 点 
文 一人 0.1 时 获 利 最 大 . 

实际 上 r=0.08 村 P=4.6875k 

=0.10B| P= 5 天 

r=0.158 P=4.448 

2. 一 个 银行 的 统计 资料 表明 ,存放 在 银行 中 的 总 存款 量 术 上 比 
于 银行 付 给 存 户 利率 的 平方 .现在 假设 银行 可 以 用 12% 的 利率 再 
投资 这 笔 钱 .试问 为 得 到 最 大 利润 ,银行 所 支付 给 在 户 的 利率 应 定 
于 ?4 四 
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为 多 少 ? 
解 : 假设 银行 支付 给 存 户 的 年 利率 基 >,(0< rr 到 :1 ,这 样 银 
行 总 存款 量 为 4 = 上 (0 为 比例 常数 ). 
把 这 笔 钱 以 12% 的 年 利率 贷 出 -年 后 可 得 款额 为 (t+ +0. 12) 
站 ;而 恨 行 支付 给 存 户 的 款额 为 (1+ rx)A ,银行 获 利 
P=t1+0.127A— (1+r)A=(0.12—r)A 
= (0.12— r)}kr’ 


SE =k(0.24r -37°)=0. 
Fi 


7 二 0( 舍 去 )r 二 0.08. 当 rr<0.08 时 P30, 当 rr>0.08 时 P<0 
所 =0.08 基 (0,1j] 中 玲 - -的 极 值 点 . 故 取 8% 的 年 利率 付 给 存 
让, 银行 可 获得 最 大 利润 . 
显然 ,银行 不 能 把 客户 的 所 有 存款 都 贷 出 去 ,所 以 本 题 是 极端 
情形 , 试 考虑 , 当 银 行 以 20% 的 年 利率 把 总 看 堵 的 90% 贷 上 出去, 银 
行 支付 给 存 户 的 年 利率 定 为 多 少 合 适 ? 银行 贷 出 的 利率 定 为 
12% 行 蚂 ? 
(5.3% ;不 行 ,利率 太 低 ,无 人 存款】 


参考 文献 : [3], 上册 ,p.240;[25], 上 册 ,p. 349. 


41、 收 入 分 布 问题 { 劳 伦 兹 曲线 】 


表 41 是 1955 年 美国 国民 总 收入 的 分 布 情况 ,其 中 的 次 序 是 
信 低 收入 到 高 收入 .图 41 是 经 过 该 表 中 各 点 的 一 条 平滑 曲线 , 称 
它 为 劳 伦 兹 曲线 ,用 > = 8 户 ) 表 示 , 其 中 p 表示 人 口 比 例 ,r 为 相 
应 的 收入 比例 .显然 , f(0)=0, f(1)=1. 

考虑 点 A(0.2,0.05) 与 点 B(0.4,0.16) 之 间 的 那 眉 曲线 ,我 
们 看 到 在 0.2 与 0.4 之 闻 ( 占 人 口 总 数 的 20%) 那 部 分 人 的 总 收 
大 仅 占 全 部 收 人 的 0.11=0.16-0.05$=11%, 即 他 们 的 收入 低 于 
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平均 收入 (理想 情况 应 当 是 20 铝 的 入 应 该 享有 全 部 收入 的 20%)， 


此 时 ,人 50 = 0. 55 就 可 看 作 公平 程度 的 一 种 度量 , 它 等 于 连接 点 
A 与 点 B 的 笛 线 的 斜率 .位 十 0.6 到 0.8 之 则 (也 占 20% ) 的 都 部 


从 人 的 情况 稍 好 :- - 些 , 他 们 得 到 全 部 收入 的 0.22=0.55 一 0.33= 
22% ,此 时 公平 种 度 为 9 和 0=1.1. 上 述 公平 程度 可 以 分 别 看 作 区 
间 [L0.2;0.4| .50.6,0.81 上 的 平均 公平 程度 , 苦 令 人 口 的 首 分 比 


Ap 一 0, 则 多 就 是 在 p 点 的 “ 阴 时 "公平 度 . 


表 41 总 收入 分 布 情况 于 


0. 
具 上 比 俩 上 收 和 比例 
一 - -一 0.6 
用 .0 站 .站 
0. 
0.2 0.05 . 
0.4 0.16 0.7 B 
站 
Wp 0.33 (OO 02 O04 MH TD 一 广 


0.8 


图 41 劳 伦 花 曲线 


如 果 在 劳 伦 慈 曲线 上 有- .点 处 的 切线 的 斜率 为 1, 则 此 点 的 
pz 值 称 为 均匀 分 配 系数 (简称 为 FSC) ,我 们 用 s 表示 它 . 比如 ,车 
E=0.55, 那 就 意味 着 55% 的 人 收入 低 于 平均 收入 ,45 鸣 的 人 的 收 
代 高 十 平均 收入 ， 

我 们 可 以 认为 劳 伦 蓝 曲线 += f(p) 旦 可 导 的 ,是 它 的 切线 的 
和 斜率 是 递增 的 .这 就 是 说 ,从 左 到 夺 , 相 同比 岗 的 入 口 的 收入 是 递 
增 的 ,如 果 = 了 (pp)= pp, 则 曲线 的 斜率 处 好 为 1, 即 所 有 大 的 收 
入 都 是 -- 样 的 ;如 果 r= 了 (p) 关 pp, 则 由 上 述 可 知 , 产 (p) 是 pp 的 
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一 个 严格 增 滑 数 , 此 时 若 有 使 f(s)=1, 则 这 种 只有 一 -个 .为 
一 方面 ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 (xr = /(p) 普 然 满 足 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 的 条 件 ) 知 存在 点 cE (0,1), 使 得 

1= LAV = pe) 


成 立 , 大 = 就 是 时 找 的 ss. 这 样 ,我 们 号 证 明了 任何 一 条 劳 伦 兹 曲 
线 都 有 壬 匀 分 配 系 数 ,并且 由 此 立刻 可 以 知道 收入 低 ( 商 ) 手 平均 
收入 的 入 口 比例 . 


例 1: 设 += p3， 则 = Fp1， 当 pi 1 -所 即 p= 寺 0.44 
和 
收入 . 


参考 文献 : [1],p.175 一 177. 


42、 如 何 定价 使 利润 最 大 


1. 房租 应 该 定 为 多少 ? 
一 房地产 公司 有 50 套 公 寓 要 出 租 . 当 租金 定 为 每 月 180 元 
时 ,2 公 入 会 全 部 租 出 去 . 当 租金 每 月 增加 10 元 时 ,就 有 -- 套 公寓 租 
不 出 去 ,而 租 出 去 的 房子 每 月 需 花 费 20 元 的 整修 维护 费 . 试问 房 
租 定 为 多 人 少 可 获得 最 大 收入 ? 


解 : 设 租金 为 x 元 /月 , 租 出 的 公寓 有 50 - { 和 1 名 ) 套 ,总 
收入 为 


R =(z—20) (50 


=(z -20){68- 询 ) 


一 | 
10 


"PF 
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Ri(z)=|[68- 关 时 (| 
S100 
z+=350 元 /月 . 
当 和 810,350) 时 ， 民 >0;rE(350, 1 oH,R’ <0O. .x =30 
是 极 太 值 和 点, 且 民 (Cz) 只 在 :个 要 值 点 ,所 以 是 最 大 值 点 .这 时 总 
收入 为 10890 元 . 
2. 商 遇 价格 和 定 为 多 少 可 获得 最 大 利润 ? 
设 某 商 品 其 成 本 每 件 c 元 , 妆 每 件 售 价 是 元 时 可 千 出 地 = 


a + 58(100 一 世 ) 件 ,其 中 .8 均 为 正 的 常数 . 问 售 价 x 定 为 多 


少时 可 获得 最 太 利 润 ? 

解 因为 每 售 出 .- 件 商品 可 克利 * -ec 元 ,于 是 售 出 = 件 可 
获 利 

Pir)y={trT~-c)"n=at(00 -zr -cb, OZr< 


十 oo 
求 P(z) 的 最 大 什 . 
P(rz)=(100+c—-27z)6=0 


0 Pr)= 一 28< 之 0, 所 以 x 二 50+ 方 基 个 
极 大 值 点 ,PICz) 只 存 -- 个 极 值 点 ,所 以 它 是 最 大 值 点 . 故 了 = 和 上 
广 时 可 壮 得 最 大 利润 P=at+ (50- 生 ) 6. 


当 闻 不 是 整数 时 , 取 其 整数 部 分 | 和 | 即 可 . 


参考 文献 : [251, 上 册 ,p.349. 


"+ 
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43、 确 定 衬衫 的 售 价 使 得 获取 利润 最 高 


设 某 商 店 以 每 件 10 元 的 进 价 购 进 一 批 衬衫 ,并 设 此 种 商品 的 
需求 函数 QQ 一 80 一 2P( 共 中 ,Q 为 需求 量 ,单位 为 件 ,P 为 销售 价 
格 , 单 位 为 吃 ). 问 该 商店 应 将 上 售 价 定 为 多 少 吉 赤 出 ,才能 闭 得 最 大 
利润 ”最 大利 涧 是 移 少 ? 

解 : 设 总 利润 函数 为 工 ,总 收益 函数 为 尼 , 总 成 本 为 ,所 
以 有 如 下 美 系 : 


L=L(P)=R(P)-—C(P) (1) 

由 于 总 收益 等 十 需求 量 乘 以 销 斑 价格 ,所 以 有 
RIP}Y= QP):P=(80—2P)P=80P -2P: (2) 

由 于 总 成 本 等 于 需求 量 乘 以 购 进 价格 ,所 以 有 
CP)= QCP):10=10(80—2P)= 800— 20P (3) 


将 (2).({3) 式 代 人 人 避 ) 式 ,得 
L(P}=80P—2P? -~ 800+ 20P 
=100P 一 2P 一 800 (P>0) (4) 

(4) 式 就 是 总 利润 与 销售 价格 之 间 的 函数 英 系 . 

为 了 求 利 润 的 最 大 值 ,对 (4) 式 求 导 ,得 

LP)=100—4P 

令 L'(P)=0, 得 P=25, 叉 上 L"(P)= 一 4<0, 所 以 P=25 时 工 最 
大 .此 时 工 (25)=100x25 一 2x (25 六 一 800= 二 450 元 ,即将 每 件 衬 
衫 的 销售 价格 定 为 25 元 时 ,总 利润 最 大 ,此 时 总 利润 为 450 元 . 


44、 电 池 的 最 佳 组 合 


有 个 电动 势 为 E 的 电池 ,每 个 的 内 阻 为 ,将 它们 以 下 述 
方式 与 已 知 的 外 电 阳 R 连接 :分 成 ; 个 并 联 分 支 ,ma 是 每 个 分 支 
中 串联 的 数 日 (图 44). 问 关 、s 的 个 数 分别 为 多 少时 才能 使 尺 中 

* PO :+ 
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的 有 效 电功率 最 太 ? 


:组 


图 44 亿 池 型 全 示意 图 


解 : 显然 ,总 的 电动 势 等 于 每 个 单一 分 支 的 电动 势 , 即 mE. 
每 个 分 支 的 电阻 是 mr ,总 的 内 阻 是 一 

为 了 使 RR 中 的 电功率 最 大 ,电流 本 必须 最 大 (因为 电功率 PP 
= RFP). 由 基 尔 霍 夫 定 律 ， 


Pa mE smbE 
fmrfs)tR mrtRs 


然而 ms 二 村 ,由 此 得 


r= nF 
mr + CRafm) 
其 中 mx 基 了 瞧 一 的 变量 . 


当 分 母 最 小 时 ,电流 工 最 大 .我们 把 这 个 分 母 记 作 y, 令 它 的 
导数 为 0, 邵 


Rn 
一 十 一 一 一 
区 Fir i 


_ Rn 


y= 六 
由 此 得 om =/ 


aa 及 i bE 
及 “和 


"S80) |， 


0 
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因为 当 < 旦 时 y <0,m>Y 异 时 y >0, 所 以 1m = 


各 是 极 小 值 点 . 

显然 ,mm 和 s 必须 是 正 整 数 ,但 由 它们 的 表达 式 知 这 种 可 能 
性 很 小 .在 满足 ms<a 的 条 件 下 ,我们 取 与 计算 的 值 最 接近 的 整 
数 . . 


注意 , 若 将 求 得 的 mm 、s 的 值 代 人 总 内 阻 一 ,可 得 


Rn 
各 
即 , 为 使 电 功率 最 大, 电费 的 总 电阻 应 等 于 外 电阻 . 
这 个 结论 带 有 普遍 性 , 它 适用 于 直流 、 交 流 ,低频 及 高 频 等 情 
况 .例如 ,在 扩 音 器 中 ,给 一 个 高 音 喇 吼 供电 的 输出 级 ,对 于 前 者 是 
-个 功率 为 BF 的 振 划 器 ,我 们 将 发 现 同样 的 条 件 . 


ke 


参考 文献 : [4],p.107 一 108. 


45、 水 管 能 搬 进 水 塔 吗 


在 地 面 上 建 有 一 座 圆 柱 形 水 塔 ,水 塔 内 部 的 直径 为 也, 并 且 在 
地 面 处 开 了 :个 丙 为 五 的 小 门 .现在 要 对 水 塔 进行 维 几 施工 , 施 
工 方案 要 求 把 一 根 长 度 为 上 >) 的 水 管 运 名 水 塔 内 部 . 请 问 水 
塔 的 门 高 互 多 高 时 , 才 有 二 能 成 功 地 把 水 管 搬 进 水 塔 内 ? 

解 : 如 图 45 所 示 建 立 直角 坐标 系 . 水 管 运 进 水 塔 时 ,一 端 在 
地 而 上 水 平 次 动 , 巡 “ 问 在 水 塔 整 上 垂直 浴 动 . 设 水 管 运动 过 程 
中 ,在 人 门 处 的 高 度 为 ,水管 与 地 面 的 类 角 为 980 9 之 xj2). 根 
据 题 意 可 知 ， 

本 | 本 
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图 45 水 卉 示意 图 


1=_4 hh 


cos8 sind 


因此 ,hh 一 Isn 6- dtg9 {0< OR 


现在 计算 h 的 极 大 值 ， 
dA et WR 


册 (1) 可 解 出 驻 点 #1 二 arc cosA/ 全, 当 0 时 ,cos 0 这 cos 0 ;, 杀 


od sb d>loos 0 -d=0, 当 09> 抽 时 ,cos 0< 
ag 


cos Ho. 


靶 ,oogb 驹 -icogg-d<teagb-d=0, 即 当 9<b 时 入 >0， 


当 08> 加 时 怠 <0, 所 以 (0) 在 9=6, 处 取得 极 大 值 . 


he = R00) = sin 0 — digt, 


si ay ($) (2) 


* NF + 
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所 以 , 门 高 开 必须 大 于 产 。, 才 有 二 能 把 水 管 运 进 水 傍 . 

思考 题 : 设 /=8m,d = 4m, 水 塔 门 高 五 = 1.6m, 水 管 能 搬 
进 水 塔 吗 ”( 管 ,不 能 .二 1.8m 祖 下 ) 

参考 文献 : 166]. 

46、 何 处 看 塑像 最 好 


海洋 公国 中 有 一 向 为 a 米 的 鱼 美 估 剖 像 , 其 底座 高 为 5 米 . 
为 了 观赏 时 对 塑像 张 成 的 来 贡 最 大 ( 即 看 得 最 清楚 ), 应 该 站 在 离 


图 46 疯 看 筹 像 示意 图 


解 : 设 游人 的 水 平视 线 趾 地 面 c(< 之 5) 米 ,底座 的 高 与 c 之 
差 为 坟 米 (图 46). 可 以 想到 ,如 果 站 得 很 远 ,那么 张 人 a --: 定 很 
小 ;如 有 果 站 得 离 上 底座 脚 很 近 , 那 么 a 也 很 小 .因此 ,一 定 有 一 最 佳 
趾 府 AD = 工 ,对 于 这 个 x 所 得 张 角 a 最 大 ,并且 tga 也 最 大 . 

问题 化 为 求 tga 的 极 杆 . 


向 


_a+th = 
tg# = x ;tep I 


"3 * 
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A -te t 

得 tg = tg(0 - 8)= 和 
< 
呈 

1 4 《GE 二 下 人 


必 
: 


r+ {tat+hyh 


则 -alr +(at+h)h] ar'2r 
itr(ath)haj 


即 驻 点 xo 二 Vv (a +h)k 
又 当 工 在 zo 左 侧 邻近 时 yy 交 0, 吉 侧 锅 近 时 <0, 故 xo 为 极 
大 值 点 . 

结论 :游人 应 站 在 离 底座 脚 (a + 大) 疡 处 观赏 鱼 美人 塑像 为 
最 好 . 例如: 

诗 a =2.5m,b=3m,c=1.7m 
则 =6-c=1l.3m,v (et+h)h=v3.8x1.3=2.223m 
即 游 大 新 在 镶 底 座 肢 约 2.223m 处 观赏 最 侣 


参考 文献 : [4],p.97 一 908. 
防 喇 问题 的 研究 
肺 内 上 为 的 增加 可 以 引起 咳 有 同 , 而 肺 内 压力 的 增加 伴随 着 气 


管 半径 的 缩小 , 那 林 较 小 半径 是 促进 了 还 是 阻碍 了 空气 在 气管 里 
二 8 中 
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的 流动 ? 

解 : 为 简单 起 见 , 我 们 把 气管 理想 化 为 一 个 圆柱 形 的 管子 . 
记 管 半径 为 r, 管 长 为 /, 管 的 商 端 的 压力 差 为 p ,7 为 流体 的 精 沸 
度 .出 物理 学 中 的 知识 ,在 单位 时 间 内 流 过 管子 的 流体 的 体积 为 


4 
PL (1» 


实验 评 明 ; 当 压 力 差 p 增加 , 且 在 | 0, 如 | 范围 内 * ,半径 ;按照 


方程 
rro—ap (2) 
减 小 ,其 中 ro 为 无 压力 差 时 的 管 半径 ,a 为 正 的 常数 . 


rr 


r= ro 一 ap 在 条 件 0<<p< 了 下 成 立 ,于 是 把 p= 人 一 


代入 0 所 pp 所 2 


7 得 也 所 r 志 ro 拇 丽 (2) 可 用 


p= ,rr (3) 


替代 . 于 是 (1 式 变 为 


kro re, ， rr {4) 


其 中 必 = m8wa 为 常数 ， 
下 面 我 们 从 两 方面 来 回答 ; 较 小 半径 的 气管 促进 了 还 是 阻 广 
tL 管 里 的 流动 ? 
. 并 必 样 的 + 值 使 V 最 大 ? 
V(r)= kri(d4ro — 5r)=0 


$e 


= 当 户 >rof2a 时 ,所 管 的 收编 有 很 太 的 阻 方 ,这 可 避免 在 喷 嗽 时 引起 掌 息 ， 
:N55 ， 
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当 rEl 5 (7) >0; 当 r€ | resro 时 ， V'(r)<0 


可 见 =- 0 时 使 单位 时 间 内 流 过 气管 的 气体 体积 最 大 . 


2 来 表示 空气 在 气管 中 流动 的 速度 .显然 
w=wfrr ,HI4) 得 


此 
ye 


由 站 
所 
得 = 人 32E [多 ,zo]. 同样 可 知 = 3? 时 ,速度 wv 取得 取 大 值 
从 上 述 两 个 方面 来 看 ,咳嗽 时 气管 收缩 (在 一 定 范围 内 ) 有 后 
咳嗽 , 它 促 进 气管 内 空气 的 流动 ,从 而 使 气管 中 的 异物 能 较 快 地 被 
清除 掉 ， 


参考 文献 : [125], 上 册 ,pb.341 一 344. 
48、 如 何 选 择 最 优 批量 


某 工 厂 生产 某 型 号 车 床 ,年 产量 为 a 台 , 分 若干 批 进行 生产 ， 
每 批 生产 准备 费 为 已 元 . 设 产品 均匀 投入 市 场 , 旦 上 - 批 用 完 后 
立即 生产 下 -- 批 , 即 平均 库存 量 为 批量 前 一 半 , 设 每 年 每 台 库 存 费 
为 上 无 .显然 ,和 牛 产 批量 大 则 库存 费 裔 ;生产 批量 少 则 批 数 增多 , 因 
此 生产 准备 费 高 , 如何 选 择 批量 ,才能 使 -- 年 中 库存 费 与 生产 准备 
费 和 的 和 最 小 . 

解 : 设 批量 为 =, 库存 费 与 后 产 准 备 费 的 和 为 PP(z), 首 先 
求 出 函数 Ptx). 


因 年 产量 为 < ,所 以 每 年 生产 的 批 数 为 二 , 则 生产 准备 费 为 
和 Ss 站 
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因 库 存量 为 万 , 故 库存 费 为 c- ,因此 可 得 
P(r)= 人 +E 
其 定义 域 为 (0,aj]. 
其 次 ,在 不 考虑 生产 能 力 的 条 件 下 , 问 每 批 生 产 多 少 台 ( 即 批 
量 ) 时 ,P(z)》 为 最 小 ? 
这 是 一 个 一 无 极 值 问题 ,对 (x) 求 导 得 


a 
令 P(x) 一 0, 有 
cer: —2ap=0 


所 以 x= 二/ 2 , 合 去 负 根 , 得 驻 点 = 2 季 . 义 央 P(x) = 
2ap 2ap 
“加 >0, 因 此 , 当 zx = “于 时 (xz) 取得 极 小 值 ,也 就 是 申 修 值 
于 是 得 出 :要 使 一 华中 库存 费 与 生产 准备 费 之 和 最 小 的 最 优 批量 
应 为 / “全 .因为 批量 应 为 a 的 正 整数 因子 ,所 以 有 时 \/ < 他 还 可 
能 要 进行 调整 . 

例如 ,如 果 年 产量 为 1 100 分 ,每 批 生产 准备 费 为 0.2 万 兢 ， 
每 年 每 台 库存 费 为 0.1 万 元 . 这 时 最 优 批量 为 


z+=V 2 = /2x1100x0.2_ “5 33 
0.1 


因此 可 选取 最 优 批量 为 66 人 台 . 


参考 文献 : [7],p.178 一 179. 


"+ 
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49、 人 在 睡眠 时 气管 中 气流 何 时 流速 最 大 


设 FR, 表示 气管 的 “休息 半径 " 即 -个 人 在 休息 (而 不 是 唾 羞 ) 
时 的 气管 的 半径 ,我 们 用 厘米 来 计量 它 ,R 表示 睡眠 时 的 气管 半 
径 (R 达 Ro) ;VY 表示 从 Ro 收 强 双 RR 时 气管 中 空气 的 平均 流速 ， 
在 对 靠近 管 壁 的 气流 (我 们 很 商 它 是 很 慢 的 } 以 及 管 壁 的 弹性 ( 假 
设 足 "完全 的 ) 作 - : 些 合 旦 的 假设 后 ,我 们 可 到 用 方程 

V=a(R, — R}R’cemls 

来 模拟 皮 眠 中 的 气流 速度 ,其 中 a 是 一 个 常数 , 它 依赖 于 气管 达 
的 长 典 . 

现在 即 果 一 个 人 升 始 熟 睡 , 则 汀 以 期 望 他 的 气管 以 使 得 呼 吊 


的 气流 的 速度 为 最 大 的 方式 收缩. 求证 : 当 气 管 半 征收 缩 也 (好 R 
= 邱 Ro) 时 V 达到 最 大 .这 个 事实 已 基本 上 被 睡眠 时 用 X 光 扯 摄 


的 照片 所 证 实 . 
解 : 这 是 一 个 极 值 问题 , 先 求 V 的 极 值 点 


dR =2aRoR -3aR: 
令 $Y =0,BT2aRoR -3aR? =0 
解 得 R= 和 2R 


3 0 
当 R> 亏 $ Ro 时 ,和 关 <0， VY 递减 ， 
当 R< 和 Rs 时 ,9 >0,V 递增 . 


玉民 = 村 Re 时 ,是 VV 的 最 大 信和 点 , 见 当 气管 半径 收缩 志 时 V 
达到 最 大 ， 
。 BR » 


时 | 
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参考 文献 ; f{f1j ,上册 ,pb.213. 


50、 赚 道 的 车 流量 问题 


巴巴 拉 {Barbara) 接 受 了 纽约 市 隧道 管理 局 的 -~… 份 工作 ,她 的 
第 一 项 任务 就 是 决定 每 辆 汽 千 以 多 大 速度 通过 隧道 可 使 车 流量 最 
大 .通过 大 量 的 观察 ,她 找到 了 - -个 很 好 的 描述 平均 车 速 (km/h) 
与 车 流量 { 辆 / 秒 ) 关 系 的 郴 数 : 

Fv) = 一 一 全 一 一 

1.6% + 而 十 31.1 
《ay) 问 平 均 车 速 多 大 时 ,车 流量 最 大 ? 
(5 ) 最 大 流量 是 儿 少 ? 

解 : (ta) 这 是 一 个 极 值 的 问题 ， 


2 
.Uy -也 
和 35z(1.6+ 行 ) 


dz vw 了 


35 ， 
出 7" 


a 
(EST LT4 5 


35x31.1— 


令 针 =0, 即 v 二 06084.2 得 w=26.15(kmfb) 


由 实际 问题 知 , 当 v= 26.15kmjlh 时 ,车 流量 最 大 . 
(5) 最 大 车 流量 是 f(26.15) 8.8( 辆 / 秘 ) 


参考 文献 : [53],p.192. 


-BO :+ 
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51、 肯 蛙 能 跳 多 高 


生物 学 家 已 发 现 了 一 个 很 好 的 数学 模型 来 带 近 人 或 动物 跳 搓 

时 的 罗 迹 .实际 上 这 些 轨迹 是 一 个 以 起 跳 角 度 为 参数 的 枫 物 线 族 
PA a 
Tw COs 8 

这 里 x 为 它 在 跳 撩 过 程 中 所 处 位 置 与 起 跳 点 的 水 平 距 商 (m),y 
为 它 在 跳 峰 过 程 中 所 处 位 置 的 三 直 高 度 (m),v 为 初始 速度 (ny 
s) ,6 为 起 跳 角 度 . 

现 讨论 - -只 青蛙 的 跳 磋 问题 . 假设 它 的 起 就 角度 为 30" ,起跳 
速度 是 4.5mfs, 试问 它 能 跳 多 高 ? 

解 将 v=4.5mfs,6=30" 代 人 题 中 所 给 的 曲线 族 方 程 ,得 


y(t apap:~0.577+ _0.321x7 
所 求 青 崖 的 踏 蚂 高 度 , 即 为 v(x ) 的 最 大 值 . 
令 7 =0.577—0.6427 =0 


可 得 驻 点 fs0.899, 代 人 ywfz) 的 表达 式 
y(0.899) =0.577(0.899) 一 0.321(0.899) 
0.259{m) 
故 当 青蛙 以 4.5mjs 的 初速 度 、30" 的 起 跳 角 度 起 跳 后 , 它 将 达到 的 
最 高 高 度 约 为 0.259 米 . 
思考 题 : 试 问 在 上 述 情 况 下 ,青蛙 能 跳 宪 远 ? (1.798 米 ) 


参考 文献 : [531.p.610 一 614. 
52、 楼 项 设置 绝热 层 的 投资 效果 


住宅 为 防止 冬季 取暖 时 热量 的 散发 所 引起 供 热 费用 的 提高 与 
站 人 二 
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夏季 冷气 的 损失 所 引 趣 制冷 费用 的 提高 ,因而 要 考虑 屋顶 说 置 绝 
孝 层 的 问题 . 现 有 数据 如 下 :顶楼 面积 为 上 (平方 米 ) ,铺设 1 公分 
厚 ,| 平方 米 的 绝热 材料 需 9 死 ,绝热 材料 的 热传导 系数 为 点 ,使 
室内 温度 每 升 高 1 或 降低 1 需 用 pp 元 ,室内 要 保持 的 温度 与 富 
外 温度 之 差 为 如 (这 里 4 为 累计 -- 年 的 温差 总 数 . ) 绝 热 材 料 可 使 
用 10 年 . 问 设 置 多 厚 的 绝热 层 最 经 济 ? 
解 : 首先 算出 铺设 z 厘米 厚 绝热 材料 需 投 资 的 费用 
clr)=9"A-rT=ar, 其 中 a=o' 有 A 

再 计算 铺设 了 z 厘米 厚 的 绝热 材料 后 ,10 年 中 还 需 支 付 的 供 热 费 
用 及 制冷 费用 


c, 人 一 10.4 -和 人 A 


一 10 卫 ,其 中 b=d"k'A*p. 


所 以 ,总 和 费用 c(z)=c(z)+o (x)=ar+1 中 ,0<z<+oo. 求 
使 c(z) 为 最 小 值 时 的 x 值 . 


a /1106 
性 
205 ~ 


因为 ctx ) 只 有 一 个 极 值 点 ,并 且 在 该 点 cf(z)= 0. 所 以 


站 "2 时 到 得 最 小 值 


参考 文献 [25] ,上册 ,p.3S4. 


s3、 酒 瓶 对 酒 厂 利润 的 影响 


茶 制 造 商 制造 并 出 售 球形 瓶装 的 某 种 酒 .瓶子 的 制造 成 本 是 
0-8rr“《〈 分 }, 其 中 = 是 瓶子 的 半径 ,单位 是 厘米 . 假设 每 告 出 1 立 
方 厘米 的 酒 ,商人 可 获 利 0.2 分 .他 能 制作 的 瓶子 最 大 半径 为 6 坚 
米 , 间 

-Oi + 
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a .瓶子 半径 多 大 时 ,能 使 每 瓶 酒 获 利 最 大 ? 

6. 洽 子 半径 多 大 时 ,每 撼 酒 的 获 利 最 小 ? 

解 : 瓶子 半径 为 >, 每 撕 酒 能 获 利 

p(r)=$ar0.2- 0.8mr = Lar? -0.8nr? 
=-0.8x[ 邱 - 品 )， 0< ra6 
P(r)=0.8r(r: —2r) 

r=2H,P =0.rE0,2),P <0;rE(2,6),P' >0. P(r} 只 有 一 
个 极 值 点 ,所 以 +=2 是 最 小 值 点 ,r= 6 村 ,P(r) 可 达 最 大 值 .所 
以 半径 越 大, 获 利 越 多 ,半径 为 2 厘米 时 , 获 利 最 小 ,这 时 P(2) < 
0, 表 示 此 种 瓶 内 酒 所 获得 的 利润 还 不 够 瓶子 的 成 本 .又 …z 红 10， 
2) 时 P(r)<0. 所 以 ,在 (0,2), P(r) 是 碱 沙 数 .说 明 半 径 小 于 2 
厘米 的 瓶装 酒 , 酒 所 获得 的 利润 括 不 上 抠 子 的 成 本 .由 P{3)=00 
知 , 当 瓶子 的 半径 达 3cm 时 , 酒 的 盘 利 与 瓶子 的 成 本 恰好 一 样 . 瓶 
的 半径 越 大 ,制造 商 的 便利 越 多 .因而 当 商 人 人 要求 售 出 同 量 酒 而 
义 要 获得 同等 的 悚 和 时 ,对 半径 小 于 3cm 的 撼 装 酒 定价 要 高 些 . 
所 以 ,市 场 上 小 包装 的 货物 一 般 比 大 包装 的 都 要 贵 些 . 


参考 文献 : [3], 上 册 ,p. 383. 


54、 杀 技 新 招 


某 获 技 团 刻意 求 新 ,在 某 海 滨 城市 演出 时 ,利用 当地 靠 海 的 条 
件 ,设计 了 这 样 -个 惊险 节目 :在 离开 海边 9 米 的 沙 浴 上 , 建 -10 
米 高 台 , 高 台 下 5 米 处 置 一 极 富 弹性 的 斜面 (用 弹 筑 编织 而 成 ), 斜 
而 与 水 平面 成 45* 角 . 然后 让 演员 从 高 台 团 身 嘱 下 ,经 与 斜 而 厂 撞 
后 将 其 弹 到 海里 .不 知 这 个 上 方案 是 夺 可 行 , 请 鉴定 . 
如 图 54 ,演员 的 表演 分 二 个 阶段 完成 :自由 落体 , 俯 撞 , 平 挑 . 
和 2 四 
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判断 该 方案 足 否 可 行 ,就 是 看 经 过 这 样 的 运动 后 能 和 否 平 安 地 落 人 
海中 .这 只 需 计 算 平 扼 阶 段 的 水 平 诺 离 是 青 大 于 9 米 即 可 . 


图 54 弹 板 跌 海 示意 前 


为 分 析 问 题 方便 ,我 们 记 高 台 .高 台 焉 离 斜 面 的 高 度 分 别 为 
五 和 和 瞩 , 水 平 中 离 为 5s, 显然 ,s 是 8 的 函数 ,问题 转化 为 求 ;{h) 的 
极 天 值 . 
演员 碰 到 斜面 时 的 连 度 w 二 vw 2gk ,由 于 可 以 假定 是 弹性 碰 
权 , 因 面 他 水 平 飞 出 的 速度 vw = vi ,水 平 飞 去 的 距离 
s=vt = 2pght (1) 
(1) 式 中 的 :等 于 演员 从 ( 开 一 训 ) 米 处 自由 下 幕 需 要 的 时 间 ， 
其 值 为 


2( 了 一 上下] 
sf LE (2) 
将 (2) 式 代入 (1) 得 
s=2v h(H—h) (3) 


人 和 0 


| 
rn 2 )=0 


解 之 ,得 和 =24h ,或 有 = 方 日 . 即 把 斜面 放 在 全 离 的 一 半 处 ,就 可 
.+ 
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得 到 最 大 的 水 平 距离 .由 (3) 式 知 ,这 个 最 大 的 水 半 距 次 为 = 


2\/ CH 一 蝇 )= 上 HH. 现 已 知 日 =10 米 ,=5 米 ,正好 符合 条 件 ， 
套 演 员 水 平 飞 出 的 上 肥 离 可 达 10 米 ,而 高 台 遍 海边 公 9 米 ,是 斜 而 


艾 由 极 高 弹性 的 材料 制 成 ,所 以 演员 定 能 安全 掉 进 水 中 ,方案 是 可 
行 的 ,不 必 入 慌 . 非但 如 此 , 苑 使 是 一 般 人 ,只 要 敢 跳 ,也 是 没有 和 危 
险 的 ,因而 建议 藤 游 部 门 据 此 建 一 新 的 娱乐 场所 一 一 阐 板 跳 海 ”， 

注 : 以 上 毕竟 只 是 理论 计算 的 结果 .究竟 能 香 实 施 ,还 有 许多 
实际 问题 要 考虑 .比如 ,海水 是 否 足够 深 ;弹性 斜面 的 质量 能 否 保 
泪 ; 沙 滩 上 建立 高 台 结 实 吗 ? 等 等 . 


参考 文献 : [13],p.175. 
SS$、 了 哈哈镜 的 原理 


无 论 是 漂亮 的 姑娘 ,还 是 英俊 的 小 伙 , 一 走 到 哈哈 贸 前 ,她 
(他 ) 的 模样 便 面 是 全 非 了 . 这 是 什么 缘故 ? 哈哈 镜 为 何 有 此 “ 魔 
力 ”要 回答 这 个 问题 ,得 从 曲面 镜 的 反射 谈 起 . 

在 中 学 物理 课 上 ,老师 用 简单 的 几何 方法 论证 了 著名 的 光 的 
反射 定律 , 那 就 是 光 在 平面 镇 上 的 反射 遵守 这 样 的 法 则 .反射 角 = 
人 射 角 ( 见 图 55 一 1). 现在 要 问 : 光 对 曲面 镜 的 反射 是 否 也 有 此 规 
律 ? 如 果 是 ,怎样 推导 呢 ? 下 面 ,我 们 用 导 教 作 工 具 来 解决 这 个 问 
题 . 

如 图 55 一 2,S 为 光源 , Q 为 注视 镜面 的 一 只 了 眼 . 根据 费 马 
《Fermat) 原 理 (经 过 - - 面 镜子 从 面 把 S 和 外 两 点 连接 起 来 的 所 有 
可 能 的 路 径 SMQ 之 中 , 光 洛 着 最 省 时 间 的 路 径 传播 ) ,反射 点 M 
应 为 曲 而 镜 上 使 总 长 

d= SM+ MO 
最 短 的 点 .建立 如 图 55 一 2 所 示 的 坐标 系 : 取 M 点 为 坐标 原点 , 镜 
041 : 
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| 
| 
| 
| 
[| 
| 
MM 


Op 


图 55 一 1] 光 对 平面 镜 的 反射 


[ 
| 
| 
| 


图 55 2 交 对 曲 咖 镜 的 反射 


面 在 Mf 点 的 切 和 平面 记 为 n,n 在 M 点 的 法 线 即 为 镜面 在 财 点 的 
法 线 , 由 点 S 及 该 法 线 所 确定 的 平面 为 坐标 平 商 , 它 与 切 平面 ” 
的 交 线 为 了 轴 . 设 镜面 与 人 掌 标 平面 的 安 线 工 的 方程 为 y= f(x)， 
则 它 应 满足 0) 二 0, (0}= 人 0 
用 ka,c) 表 未 S 点 的 坐标 , (5 ,e) 表 示 已 点 的 坐标 , 则 上 上 

任 一 点 (zt, f(x) 到 5 与 到 Q@ 的 肛 诊 之 和 a 可 以 表 成 d(x)= 
dtr)t+d,(x) 或 

d(xz)=v (ra tf(r)- ey tv (Bb— r+(f(r) -ey 
Q 的 最 小 值 在 x =0 处 达到 ,因此 a (0)=0. 对 上 式 两 边 求 导 ,得 
。 一 + 一 下 一 (9 和 王 一 

4 (2) = E+ (br) (rf (re) 


d(T 
由 于 在 MM 点 (0)=0,d' (zx) 在 x=0 的 值 则 简化 为 
di(0)= -对 -了 =0 


. 5 “。 
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即 Ss (1) 


关系 式 {1) 的 几何 解释 是 :人 射 角 a 的 正 交 等 于 反射 角 8 的 正 
粥 .由 于 as 有 者 是 锐角 ,页 a 应 等 于 B. 即 (1) 式 表明 反射 角 等 于 人 
射 角 .我 们 得 到 了 与 平面 镜 反射 一 至 的 结论 ,所 不 同 的 是 ,这 些 角 
是 射线 与 曲面 镜 在 反射 点 的 法 线 的 夹 角 ， 

曲面 镜 反 射 和 半 面 镜 反 射 的 不 同 点 还 在 于 ;对 于 一 个 曲面 镜 
来 说 ,可 能 有 几 个 M 点 都 使 SVM + MQ 达到 最 小 .一 个 观察 者 站 
在 马 点 ,他 能 通过 曲面 上 任何 一 个 这 样 的 M 点 看 到 位 于 S 点 的 
目标 .哈哈 锁 的 原理 就 在 于 此 . 


参考 文献 : [2],p.138 一 139. 


56、 一 年 中 脑 一 天 白天 最 “长” 


据 资料 记载 , 某 地 某 年 间隔 了 0 天 的 日 出 日 落 时 间 如 下 ， 
训 引 日 出 日 落 数 据 事 


请 问 , 这 一 年 中 哪 -天 最 “长 ”? 

解 : 在 解答 这 个 问题 之 前 ,我们 先 简要 介绍 -下 有 关 捅 信 的 
知识 . 

在 实际 中 遇 到 的 胃 数 ,有 许多 是 用 表格 方式 给 出 的 .例如 通过 
实验 观测 ,得 到 了 某 个 函数 y= 了 (xz) 在 一 系列 点 ro ,xz yz 上 
的 匡 数 值 yy ,yi;y;,…, 但 对 应 于 z 的 其 它 值 的 函数 值 却 是 未 知 
的 .这 种 表格 基数 ,不 便于 分 析 其 性 质 和 变化 规律 ,特别 还 不 能 直 
共 求 出 表 中 没有 列 出 的 点 处 的 函数 值 .因此 , 常 希 望 能 找到 这 种 函 
数 的 一 个 分 析 表 达 式 ,即使 是 近似 的 也 好 .此 外 ,有 些 函 数 的 分 析 

四 已 和 = 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


表达 式 很 复杂 ,直接 用 来 计算 冰 数 值 , 求 导 和 积分 以 及 进行 理论 分 
桥 都 不 方便 ,也 希望 由 原来 的 表达 式 求 册 若干 组 数据 ,进而 构造 出 
-个 简单 的 溺 数 来 近似 地 表达 原来 的 了 晴 数 . 

插值 法 就 是 寻求 郴 数 近似 表达 式 的 一 种 方法 .由 于 代数 客 项 
式 最 简单 ,所 以 常用 它 来 近似 表达 复杂 的 郴 数 或 表格 函数 . 具体 点 
说 ,就 是 已 知 y= Frzr) 在 ?+1 个 点 royzi… 上 的 值 w,y， 
…,y, ,要 求 一 个 次 数 不 超过 = 的 多 项 式 p(z), 使 之 满足 p(z) 
三 yi 二 0;,1,-… ,nn). 这样 一 个 问题 就 是 插值 问题 , 求 出 的 plzr) 
就 叫做 函数 y= 二 f(z) 的 插值 多 项 式 .插值 公式 有 和 多 种 ,这 里 我 们 
直接 引用 其 中 的 一 个 , 即 


f(r)~L, (x)= > H (二 EE 到 向 (1) 
例如 , 当 n=1 时 ,有 
Li (x)= 二 

当 二 2 时 ,有 


(xT— x (rr) TXT— Xo 

[2 \z) 2 > 
(x— Trotzr— zr) 
| | J 

我 们 称 (1) 为 拉 格 亩 日 (Lagrange) 插 值 公式 ， 

现在 转 回 我 们 的 主题 .为 了 方便 起 见 , 设 由 5 月 1 日 开始 计算 
的 天 数 为 zx ,5 月 1 日 看 作 是 第 0 天 (x ==0). 再 设 每 -- 天 白天 的 长 
度 ( 日 出 与 日 落 之 间 的 时 数 ) 为 14 小 时 13 分 + 本 ( 因 5 月 1 日 白 
天 的 长 度 为 14 小 时 13 分), 十 是 ,天 数 和 它 的 长 度 可 以 用 点 { 工 ， 
表示 .有 记载 的 三 天 数据 对 应 于 点 (0,0),{30,68),(60,81), 将 
它们 代 和 大王 点 拉 格 郎 日 插值 | . 


(xz—30)(z-60) 。 ( — 60) 
{1 00N0-607 0 地 蛋 er 60) 08 


:07 。 
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十 Cr—0)(z -30) .gj 
C60 —0)(60— 30) 
或 
zx(-557x+5730) 
1800 
工 的 极 大 值 点 由 T(x )=0 求 出 ,得 


_3730 _ 
r= 52.09 


所 以 ,最 长 的 -- 天 是 5 月 工 日 以 后 的 第 52 天 ,确切 地 说 ,是 6 月 22 
日 .再 由 了 =83 分 ,可 得 这 一 天 日 出 与 日 落 之 间 的 时 数 为 15 小 时 
36 分 . 

注 ," 套 至 "是 :年 中 白天 最 长 ,夜里 最 短 的 一 天 ,一 般 在 每 年 
的 6 月 21 日 或 22 日 ,本 例 所 得 结果 与 上 述 常 识 是 吻合 的 . 


下 一 


参考 普 献 : [3],p.218 一 219;[15], 天 文 1,p.270 一 272. 


57、 您 的 书写 灯 应 该 挂 多 高 


-个 灯泡 县 吊 在 半径 为 + 的 圆桌 的 正 上 方 , 桌 上 任 - -点 受到 
的 照度 与 光线 的 入 射 角 的 余弦 值 成 正比 (入 射 角 是 光线 与 桌面 的 
夭 直 线 之 间 的 夹 角 ) ,而 与 光源 的 曙 离 平方 成 反比 . 欲 使 桌子 的 边 
缘 得 到 最 强 的 照度 , 间 灯 泡 应 挂 在 桌面 上 方 多 高 ? 

解 : 如 图 57 所 示 , 在 桌子 边缘 处 的 照度 

有 A ke ,其 中 不 为 比例 常数 ,R 为 灯 到 桌子 边缘 的 距离 . 
没 为 灯 到 桌面 的 垂直 距离 ， 


于 是 ， R’*=r +h’ ,eos 8= 


有 
R /2 ph: 


nh 
A Tk Tr 


" ON ， 
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对 户 求 时 
Cr+) 


TR 


A’=k: 


得 户 + 如 一 3 有 ?一 0,h=7 .容易 验 证 此 时 A 

取 最 大 值 . 

做 了 这 道 吕 后, 当 您 在 晚上 阅读 或 书写 时 , 晨 

考虑 设计 一 下 您 的 书写 灯 的 位 置 ,使 您 在 工作 时 

能 得 到 最 佳 的 照度 ? 图 5 灯 . 桌 子 . 信 
思考 题 : -入 灯 挂 在 -- 米 见方 的 方 虑 的 正 ” 射 角 之 间 的 关系 

上 方 , 此 灯 挂 凶 高 ( 离 桌 面 ) 才 能 使 


1) 桌子 四 边 的 中 点 处 照度 最 大 ? (2m) 
2) 桌 了 四 个 角 的 照度 最 大 ? ( 当 ) 


58、 和 鱼 群 的 适度 捕捞 


鱼 群 是 一 种 可 再 生 的 资源 .车 日前 鱼 群 的 总 数 为 x+ 公斤 ,经 
过 一 年 的 成 长 与 繁殖 ,第 二 年 色 寿 的 总 数 变 为 ， 公 斤 .反映 了 与 ， 
之 间 相 互 关系 的 曲线 称 为 再 生产 曲线 , 记 为 y= fx)， 

现 设 鱼 群 的 再 生产 曲线 为 y= rz {1 一 诗 ),(r >1). 为 保障 色 
群 的 数量 维持 稳定 ,在 捕 鱼 时 必须 注意 适度 捕捞 . 问 鱼 群 的 数量 控 
制 在 多 大 时 ,才能 使 我 们 获取 最 大 的 持续 捕获 量 ? 

解 : 首先 ,我 们 对 理 生 产 曲线 y = rz 人 1 一 凋 ) 的 实际 意义 作 


简 梧 解 释 . x 是 鱼 群 的 自然 增长 率 , 故 - - 般 可 以 认为 y= 六. 但 是 ， 
由 于 自然 资源 的 限制 , 当 鱼 群 的 数量 过 大 时 ,其 生长 环境 就 会 亚 
"0 “。 
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化 ,导致 鱼 群 增长 率 的 降低 . 为 此 ,我 们 乘 上 一 个 修正 因子 
(1- 阁 ), 其 中 和 N 是 自然 环境 所 能 负荷 的 最 大 鱼 群 数量 . 十 是 ,y 


=rz (1 we 
设 每 年 的 捕获 量 为 六 (zz)， 则 第 二 年 的 鱼 群 总 量 为 
y= 六 zx) 一 txz) 要 限制 鱼 群 总 量 保 持 在 其 一 数值 x , 则 
z= fr)~h(r) 


所 以 ,h(x)= fz)-z=rr(1- 诗 )-z=(r 一 Dx- (1) 
现在 求 h(xz) 的 极 上 大 值 : 


hr)=(r-D) -Hr=0 (2) 
解 出 驻 点 x 一 DN 
Dr 
由 于 0 


所 以 x' = 二 N 是 A(z) 的 极 大 点 


因此 , 负 群 规模 控制 在 z" = 蕊 一 N 时 ,可 以 使 我 们 获得 最 大 的 持 
续 捅 获 量 . 


此 时 ,中 fr = rl}zr" 人 


卫 


一 天 攻关 
= 人 -DDN -直人 
ee 
ET 


即 壤 大 持续 捕获 量 为 CC 了 LN， 


思考 题 : 某 鱼 塘 最 多 可 养 鱼 10 万 公斤 , 若 鱼 量 超过 10 廊 公 
乒 ,由 于 缺 氧 等 原因 会 造成 角 群 大 范围 死亡 .根据 经 验 知人 旬 群 年 自 
=- 100 本 
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然 增长 率 为 4, 试 计算 每 年 的 合理 捕捞 量 . (x 二 3.75 万 公开 ,四 
Cr" )=5.625 万 公斤 ) , 


参考 文献 : |65] ,p190. 


59、 大 衣柜 能 搬 进 新 拓 吗 


问题 : 老 张 临 搬家 前 ,站 在 月 已 大衣 枢 旁 发 释 . 担 心 这 大 胡 拒 
搬 不 进 新 居 ,站 在 -过 的 小 李 马 上 拿 了 一 把 尺子 出 去 了 .不 一 会 
儿 , 小 李 对 老 张 说 :“ 从 量 得 电梯 前 楼 道 和 单元 前 楼 道 宽度 , 绾 对 没 
问题 .请 问 小 李 的 根据 是 什么 ? 

解 : 设 电梯 前 楼 道 宽 em, 单 元 前 楼 道 宽 bm, 一 条 楼 道成 直 
角 相 克 , 大 衣 相 长 为 上 ,所 运 揭 弯 时 与 某 一 楼 道 夹 角 为 gq. 

设 : 


CD=L 
CO=L OD=L, 
工 = CO+ OPD= 工 | 十 工 ， 


" 101 。 
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+- , 即 才 是 g 的 函数 . 


LT cos Pp Pe 


求 工 的 一 阶 导 数 
二 


人 bsin acos Pp _ bsin’ Paco0s 9 
dop cos op sin gq sim jcos gp 


求 驻 点 二 =0,bsin p— acos p=0 
1 


于 
bsin 由 二 GeogS Pp ,tt FtgP = (2) 


4 
得 p=arctan{) 


以 入 L(g)=nes+ 人 中 


SI 入 


求 得 工 


[94 (4 + 如 入, 它 一 定 是 工 的 最 大 值 . 仿 
Pucmn( 放 
大 衣柜 的 长 度 不 大 于 (a + 563 六 ,所 以 小 李 告 诉 老 张 绝 对 没 问 
题 

从 这 数学 式 子 中 ,a 与 5 的 关系 是 对 称 的 ,a 大 于 6 或 a 小 于 
五 是 无 关 紧 要 的 . 


参考 文献 : [5S61,p.198 一 199. 
60、 心 输出 量 


心 输出 量 是 指 心 及 (一 侧 心 室 ) 每 分 钟 录 出 的 血液 量 . 这 个 指 
妹 有 重要 的 临床 价值 ,在 危重 病人 的 监护 方面 更 是 重要 的 生理 指 
标 , 道 过 测量 每 分 钟 入 体 欧 耗 气量 及 血样 中 氧 的 浓度 可 以 算出 心 
输出 量 . 
设 c 为 心脏 每 分 钟 录 出 的 血液 量 ( 升 ), 妓 心 输 册 量 ;x 为 每 分 
钟 人 体 的 邦 氧 量 (ml);y 为 每 升 动脉 血 中 的 含 氧 量 (ml);z 为 每 逢 
“ 102 “ 
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混合 静脉 血 中 的 含 氧 量 (ml). 

每 分 钟 人 人体 的 耗 气量 = [从 每 升 血 中 获得 的 氧气 量 ] 

:上 心 输出 量 ] 

印 二 (vy 一 之 jc ,所 以 Ce 

Tsy 的 值 能 相当 精确 地 测 得 ,但 = 的 值 很 难 准 确 测 得 .假设 
某 人 在 安静 状态 下 ., 测 得 x = 250mlimin, y = 180ml/l, > = 140 
nl 由, 则 <c =6.25ljrmnin. 若 测 量 值 z 的 相对 误 养 为 1 吧 , 试 佑 计 ce 的 
绝对 误差 及 相对 误差 . 

解 : > 的 相对 误差 为 1% , 即 玫 -1%， .dz 二 1%x. 


Ea 


~ ' AT 
本 (y—z) 
所 以 c 的 绝对 误差 为 | dc | = 0 oy =7/32,c 的 相对 误差 
al 332 
为 -gs 3.5%. 


可 见 , 测 量 值 = 的 微小 误差 导致 心 输 出 量 计算 结果 的 较 大 误 
差 . 目前 尚 无 完善 的 直接 测定 心 输出 量 的 方法 . 


参考 文献 : [36],p.274 一 275;[49],p.208;[47],p. 355 一 
356. 


61、 为 什么 不 宜 制 造 太 大 的 核弹 头 


核弹 在 与 它 的 爆炸 量 ( 系 指 核 裂变 或 事变 时 释放 出 的 能 量 , 通 
常用 相当 于 多 少 千 吨 T. N.T 炸 药 的 爆炸 威力 来 度量 ) 的 立方 根 
成 正比 的 不 离 内 会 产生 每 平方 厘米 0.35316 千克 的 超 压 ,这 种 焉 离 
算 作 有 效 距 离 .车 记 有 效 距离 为 DD, 爆 炸 量 为 x, 则 二 者 的 函数 关 
系 为 

”103 : 
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而 二 本， 
其 中 导 是 比例 常数 .又 知 当 垃 是 190 千 吨 (CT,N.T 当量) 时, 有效 
用 离 DD 为 3.2186 千 米 .于 是 
3.2186 = C1003 


即 C=3.2186, 0 6934 
1003 


所 以 D=0.6034z3 
这 样 , 当 爆炸 量 增 至 10 倍 ( 变 成 1 000 千 吨 = 百 万 吨 ) 时 ,有 效 距 
离 增 至 


0.6934 x (1000)3 =6.934(km) 

莽 不 多 仅 为 100 千 吨 时 的 2 售 , 说 明 其 作用 范 肝 (xD?) 并 没 因 媒 
炸 量 的 大 幅度 增加 而 显著 增加 . 

下 而 再 来 研究 爆炸 量 与 相对 效率 的 关系 (这 里 相对 效率 的 会 
义 是 ,核弹 的 侣 炸 量 每 增加 工 千 吨 T.N. 工 当量 时 有 效忠 离 的 增 
县 ). 

dD 

3 
知 ADA0.23114 $Ar 

2 二 100,Ar 二 1, 划 


ADA0.2311(100) $20.0107(km) = 10.7(m) 
这 就 是 说, 对 100 千 吨 (10 万 吨 级 ) 人 爆炸 量 的 核弹 来 说 ,爆炸 量 每 
增加 1 千 吨 ,有 效 距离 差不多 增加 10.7 米 ; 

车 工 =100,Azr==1, 则 
AD~0.2311{1 000) 3A:0.0023(km) =2.3(m) 
即 对 百 万 吨 组 的 核弹 来 说 ,每 增加 1 干 吨 的 煤 炸 量 , 有 效 距离 差 不 
多 仅 增 加 2.3m, 相 对 效率 旺 下 降 的 . 
可 兄 , 除 了 制造 ,运载 .投放 等 技术 因素 外 ,无 沦 从 作 凡 范围 还 
" DN4 : 


-0.6934. x $=0.23117- 
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是 从 相对 效率 来 说 ,都 不 宜 制造 当量 级 太 大 的 核弹 头 . 事实 上 ， 
1945 年 一 战 中 美国 投放 在 日 本 广岛 .长 崎 的 原子 弹 ,其 爆炸 量 为 
20 千 吨 ,有 效 距 离 为 1.87 千 米 . 


62、 玻 璃 钢瓶 述 能 用 吗 


玻璃 钢瓶 的 制作 过 程 是 , 先 用 玻璃 纤维 沿 经 问 和 纬 向 线 绕 成 
型 (图 62) ,然后 再 加 工 处 理 成 质地 如 钢 的 一 : 
焉 璃 瓶 .我 们 知道 ,纤维 在 压力 作用 下 {《 设 外 
内 充 以 高 压 氧 气 ) 会 伸 长 , 阁 纤 维 原 长 是 i， 


在 压力 作用 下 信 长 A1, 则 称 全 为 纤维 的 应 
变 ,习惯 上 用 符号 。 表示 .有 一 种 很 小 的 人 0 
器 ,只 要 往 瓶 上 … 贴 , 即 可 测 出 纤维 的 应 变 . 


现 测 出 经 向 纤维 的 应 变 为 ep = 人 , 纬 向 纤 
图 所 玻璃 鲍 眶 示意 医 


维 的 应 变 ee = 和 全 = 全" , 问 瓶 子 体积 的 
应 变 是 多 少 ? 当 体 积 应 变 超 过 规定 的 标准 时 ,瓶子 就 不 能 继续 使 
用 ,所 以 必须 有 简单 的 方法 求 出 钴 租 的 变化 . 

实际 问题 往往 是 合理 的 近似 就 行 ,不 必要 也 不 可 能 要 求 绝 对 
的 准确 , 我们 把 玻璃 钢 撼 近似 看 成 - -个 高 为 日 , 底 半 径 为 R 的 图 
柱 笨 .其 体积 为 

V= xR*:H 
由 经 线 , 纬 线 的 伸 长 ,使 狐 的 体积 有 一 增 量 AV， 
AV2asdV =—2xrRHAR + xR*:AN 

于 大 栖 积 的 应 变 为 
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AV ,2xRHAR xR’ AH 
V RH FRR 下 
=2 + =2e1 6 
这 说 明 体 积 的 应 变 等 于 两 人 悦 纬 线 的 应 变 扣 上 经 线 的 应 变 , 内 雪 考 


嵌 这 个 值 是 奋起 过 规定 的 标 准 , 即 可 类 定 钢 产能 否 继 续 使 用 . 


参考 文献 : [5],p.56 一 57. 
63、 重 力 加 速度 问题 


一 物体 质量 为 x ,中 地 面 高 度 为 ,由 万 有 引力 定律 . 知 地 球 
对 它 的 引力 为 


其 中 民 =6 371 公里 ,是 地 球 的 半径 , M 是 地 球 的 质量 ,G 是 党 
数 . 又 据 牛 顿 第 二 定律 知 
了 二 mg 
于 是 由 以 上 两 式 得 
a Ry Ee 

这 就 是 重力 可 速度 随 高 度 上 变化 的 公式 .显然 ,这 个 公式 对 计算 g 
是 未 实用 的 {因为 公式 中 有 M、G). 我 们 想 找 一 个 合适 的 近似 公 
式 取 代 它 . 

当 物 体 在 地 球 表 面 时 ,一 0, 若 用 g。 表示 此 时 的 重力 加 速 


度 ,出 gu 一 时 交 . 将 GM = go R? 代入 (1) 式 ,得 


R 
当 五 柑 对 于 地 球 半 么 民 很 小 时 , 即 训 芒 1 时 ,利用 近似 公式 
四 108 四 
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{1+T)s=1+ezr 可 得 
一 空 
5 -go (1+] ~go(1-2 是 ) 
=go (1 91) = go(1-3.14x107+h) 

这 里 民 的 单位 是 km, 因 此 上 的 单位 也 应 是 km. 

这 就 是 重力 加 速 庶 随 高 度 变化 的 近 拟 公式 ,只 要 知道 疡 及 缉 
的 值 邮 可 算出 g 的 近似 值 .例如 ,北京 地 区 的 ge = 980. 122cnwys? 
(利用 单 所 所 动 可 以 测定 go 的 值 ,其 公式 为 如 = 4z54, 式 中 为 
持 长 , 丁 为 振动 周期 ) ,于 是 在 疡 =5 000 米 的 高 空 ,重力 加 速度 为 

g 980.122(1 —3.14X10 x5) 
=078. 58(cem/s’ ) 


图 63 由 透 屏 示 意图 


思考 题 : 有 一 凸 镜 ,其 镜面 是 一 半径 为 R 的 球面 , 镜 的 口径 
为 2H, H 比 R 小 得 多 , 试问 透镜 的 厚度 D 为 多 少 ? 
(等 案 ;D 掀 ) 


参考 文献 : [16],p.124~125. 
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64、 钟 表 每 天 快 多 少 


某 家 有 -机 械 挂钟 , 鲁 押 的 周期 为 1 秒 . 在 冬季 , 摆 长 缩短 了 
0.01 厘米 ,这 只 和 锦 每 天 人 人 约 快 和 多少? 

解 : 由 全 =2x/ 全 ( 单 所 的 周期 公式 ,其 中 ! 是 控 长 (单位 
cm) ,g 是 重力 加 速度 (980cmj) 可 得 


df 区 
df /a 
当 114 过 7 时 ， 
AT=dT = -OA 1 
/a 


据 题 设 ,所 的 周期 是 1 秒 , 即 1 2rA/ ,由 此 可 知 换 的 原 长 


是 (yz(cm). 现 所 长 的 改变 量 妈 = -0.01 厘米 ,十 是 由 (1) 式 得 
撑 的 周期 的 相应 改变 量 是 
ATe=eT = .一 一 -一 xf( -0.01) 
8 (2x 
-2 x( -0.01xs 一 0.0002(s) 


这 就 是 说 ,由 于 摊 长 缩短 了 0.01 厚 米 ,和 钟 控 的 周期 便 相应 缩短 了 
约 0.0002 种 , 即 每 秒 约 快 0.0002 秒 , 从 而 每 天 约 快 0.0002x34 
区 的 60 一 17.28fs) ， 


参考 文献 : [141,p.318 一 319. 
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65、 如 何 计 算 储存 在 容器 中 茶 的 损失 量 


在 一 圆 简 形 的 储 槽 中 储 放 着 茶 . 在 滚 体 茶 上 面 的 蒸气 空间 的 
体积 Vo = 250( 米 ”) ,此 蒸气 空间 惜 一 连通 管 与 大 气相 通 . 一 异 夜 
中 ,最 高 及 最 从 的 温度 为 37.8 和 及 10P0 ,大 气压 为 760( 达 米 乘 
村 》. 试 计算 看 - - 靶 夜 中 茶 的 最 大 损失 量 . 

解 : 由 化 工 知识 知 道 , 革 的 楷 气 压 可 用 下 式 求 得 . 


lgP=7.962— 7 (1) 


式 中 以 (毫米 乘 柱 ) 计 工 了 

革 的 损失 和 发 生 在 这 样 的 情 帝 下 , 即 当 荧 气 空间 的 茶 一 空气 的 
混合 物 受到 热 而 腰 胀 ,从 而 从 央 通 管 中 竟 人 大 所 中 ; 当 询 度 降 抵 
时 ,新 鲜 空 气 被 吸入 燕 气 空间 , 调 当 温度 再 度 上 升 时 ,又 重新 排出 
已 经 和 某 些 数量 的 某 相 混 侣 的 空气 . 

在 无 内 部 热源 的 情况 下 , 当 液 体 某 上 面 的 空气 在 周围 介质 的 
温度 下 被 芋 燕 气 所 完全 饱和 时 , 茶 的 损失 最 大 . 

莱 的 损失 由 同时 进行 的 丙 个 过 程 所 决定 ,每 一 种 过 程 都 引起 
ne an A Re 物 的 膨胀 .第 一 种 过 程 的 发 生 是 
由 于 苯 燕 气 一 空气 混合 物 受 到 了 单线 的 热 胸 胀 , 此 时 增加 的 体积 
为 

do = Wh , (2) 

第 一 种 过 程 是 由 于 温度 升 高 时 , 葵 燕 气 一 空气 混合物 中 的 浓 
度 增 加 所 造成 的 ,这 可 按 (1) 式 来 计算 , 设 vy 为 蔗 在 蒸气 空间 的 分 
子 分 数 ( 即 葵 的 克 分 于 数 与 莱 燕 气 一 空气 混合 物 的 克 分 子 数 之 
比 ) ,此 时 蔡 的 体 各 ,在 总 讨 力 下 为 yo. 因为 当 温 度 升 高 时 , 某 的 
燕 气 压 增 大 了 (由 (1) 式 可 以 看 出 这 个 事实 ) ,十 是 就 改变 『 茶 蕉 气 
一 空气 混合 物 的 组 成 ,此 时 芋 的 燕 发 其 dw, 为 
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dvw, =d( yun) = vpdy (3) 
因此 , 蔡 的 体积 的 总 改变 量 dv 为 
dw = dvr t dw, = vs( 宁 +dy] {4) 


由 化 工 知 识 知 道 , 荣 的 分 子 分 数 等 于 茶 的 燕 气 太 与 莱 闵 气 一 
空气 浊 合 物 的 气 不 之 比 , 即 
PP 


>» 760 
这 里 的 P 是 蔡 在 温度 丁 时 的 燕 气 庄 . 
这 时 有 
_ dP 
dy = a66 5) 


为 了 确定 茶 的 损失 量 , 须 求 出 相当 于 dw 体积 的 茶 的 重量 . 这 
个 关系 式 可 以 直接 用 气体 定律 来 求 得 ， 


式 中 .dN 为 被 茜 所 饱和 dw( 米 !) 的 空气 所 带 走 的 芋 的 千克 分 子 
数 ;R 为 气体 常数 ,其 信和 为 820{ 于 克 米 / 干 克 分 子 : 度 ) 


- i ct 
二 是 dN = 太守 dv 人 0.0012 dv (6) 


将 (4) 式 中 的 dv 代 人 (6) 式 ,并 注意 到 (5), 得 
和 宪 :六 


a 760 


PdT ， 总 二 
T* 760T 


dN :0.0012 大 Va 


=0.0012 x250 ( 


(7) 


-oa (2 1 Pap) 
由 (1) 式 解 出 也 , 得 到 记 与 十 的 关系 式 ， 
P= e377.%2- +R) (8) 
申 (8) 式 也 可 得 到 
“了 人 : 
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jn} 
1 962 ~ 玫 3 {0) 
T1781 
将 (8) .09) 式 代 人 人 {7) ,得 
dN=0.3 [e079 
P_ (7.962- 2 dp | (10) 
+ F601 781 本 


对 !10) 式 两 边 积 分 ,下 限 T = 283K{ 由 (8) 式 可 得 到 相应 的 
Pi 值 ), 上 限 了 =310.8 天 (由 (8) 式 也 可 得 到 相应 的 P。 值 ). 并 注 
意 到 下 列 两 个 不 定 积 分 公式 : 
|e J se d (a- &)-te trc 


_1 2_ 112 _l1,,. 
| PinPaP=3|InPdp?= 记 Pr(InP 5)+C 
于 二 得到、 


2.37.%2— ) ] 一 


3 
N -3 3x1.781 | 。 


3 
-03 [P( 学 - | 
7T60 xX 1.781 x2.3 2 4) 
0,3x7.962 2 _ 2 
60 1781 <a: Pil 


将 相应 的 P,P, 值 算出 后 代 人 上 式 , 计 算得 ; 
和 N 二 0.0268( 千 克 分 子 ) 

因为 葵 的 分 子 量 为 78, 所 以 储 模 内 的 蔡 每 昼夜 最 大 损失 量 为 
0.0268 x 78=2.1(kg) 


参考 文献 : 「32].p.140 一 142， 
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66、 石油 的 消耗 重 


近年 来 , 志 界 范围 内 每 年 的 石油 消耗 率 呈 指数 增长 , 卉 长 指数 
大 多 为 0.07.1970 年 初 ,消耗 率 大 约 为 每 年 161 亿 桶 . 设 RR(2z) 表 
于 从 1970 年 起 第 : 年 的 石油 消耗 率 , 则 R(t)=161e““( 忆 桶 ). 
试用 此 式 估算 从 1970 年 到 1990 年 闻 石 油 消耗 的 总 量 . 
和 解 : 设 人 T(z) 表示 从 1970 年 起 (44 =0) 直 到 第 :年 的 石油 消 
耗 总 量 ， 
我 们 要 求人 失 1970 年 到 1990 年 间 石 油 消 耗 的 总 量 , 即 求 
T(20). 
由 于 T(z#) 是 有 油 消 耗 的 总 量 ,所 以 T’(z) 就 是 石油 消耗 率 
REE), 即 T(E)= RECi). 那 么 T(t) 就 是 Ri) 的 一 个 原 函 数 . 
T{#)= | Rod 一 | 161e dt 一 让 em LE 
一 2300e 7 
TI0)=0 .. C= -2300 
T(t}=2300(e": — 1) 
从 1970 年 到 1990 年 间 石 油 的 消耗 总 漠 为 . 
TI20)7=2300fe02 2 -Tss7 027( 亿 桶 ) 


参考 文献 ; [47],p.271 一 275. 
67、 租 客机 还 是 买 客机 


某 航 空 公 司 为 了 发 展 新 航线 的 航运 业务 ,需要 增加 5 架 波 音 
747 客 视 . 如 果 购 进 一 架 窜 机 需要 一 次 支 村 5000 万 美元 现金 , 客 
机 的 使 用 寿命 为 15 年 . 如 果 稻 用 -… 架 客机 ,每 年 需要 支付 600 万 
美元 的 租金 ,租金 以 均匀 货币 流 的 方式 支付 . 车 银行 的 年 利率 为 
"Ii2 - 
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12% ,请 问 购买 客机 与 租用 客 胡 哪 种 方案 为 佳 ? 如 果 和 银行 的 年 利 
认为 6% 呢 ?【 均 勺 货 币 流 概 念 请 参阅 第 92 题 ). 

解 : 购买 一 架 有 机 可 以 使 用 15 年 ,但 需要 马上 支付 5000 万 
美元 .而 同样 租 一 架 -机 使 有 15 年 , 则 需要 以 均匀 货币 流 方式 支 
付 15 年 租金 ,年 流量 为 600 万 美元 .两 种 方案 所 支付 的 价值 无 法 
直接 比较 ,必须 将 它们 都 化 为 同一 时 刻 的 价值 才能 比较 .我 们 以 当 
琢 价 值 为 准 . 

购买 一 架 飞 机 的 当前 价值 为 5000 万 美元 . 

下 面 计算 均匀 货币 流 的 当前 价值 : 设 上 =0 和 时 向 银行 存 人 
4e“ 美 元 , 按 连 续 复 利 计 算 ,* 年 之 后 在 银行 的 存款 额 恰 好 是 入 
美元 . 也 就 是 说 ,i 年 后 的 A 美元 在 t=0 时 的 价值 为 Ae-" 美 元 . 
那么 ,对 流量 为 a 的 均匀 货币 流 , 在 [t,t 十 Ar] 时 所 存 人 的 ahrt 美 
元 ,在 上 =0 财 的 价值 是 aate "=ae "At. 

由 徽 元 法 可 知 , 当 上 从 0 变 到 工时 ,[0, 开 ] 周 期 内 均匀 流 在 上 =0 
时 的 总 价值 可 表示 为 


P= | uae "lz =4| -e "| =2(1-e") 
因此 ,15 年 的 租金 在 当前 的 价值 六 
P= (1-e-*”)( 万 美元 ) 
当 >= 12 色 时 
P= 汕 15(1 一 ex5)<o4173.5( 万 美元 ) 


比较 可 知 , 此 时 租用 客机 比 购买 客机 合算 . 
当 y=6% 时 ， 
P= 人 (1 一 e 0.06x15 )xz5934.3( 万 美元 ) 
此 时 购买 客机 比 租 用 客机 合算 . 
思考 题 1. 若 将 两 种 支付 方式 都 化 为 15 年 之 后 的 价值 进行 毕 
较 , 应 该 如 何 进行 计算 ? 
ji 
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提示 : 购买 飞机 所 支付 的 5000 万 美元 ,15 年 后 的 价值 为 P， 
=5000xe 5; 租 飞机 所 付 租金 15 年 后 的 价值 为 P; = | 600 x 


er 0dt= (er 5 一 1). 当 -一 12% 时 :Pi=30 248 万 美元 , 忆 


二 25 248 万 美元 . 

比较 可 基 , 此 时 租 飞 机 比 买 飞机 好 . 当 =6% 时 :Pi = 12 298 
万 美元 , PP, = 14 596 万 美元 ， 

比较 可 知 , 此 时 买 飞 机 上 比 租 飞机 好 . 

思考 题 2. 买 飞 机 共 支 付 5000 万 美元 , 租 匀 机 15 生 的 租金 为 
600 x 15 二 9000 万 美元 ,所 以 于 飞机 必然 比 各 飞机 合算 .这 种 想法 
对 吗 ? (不 对 ,因为 没有 考虑 利率 对 货币 价值 的 影响 .) 


参考 文献 : [701],p. 16. 


68、 你 会 计算 绕 斜 轴 旋 转 而 成 的 立体 的 
体积 吗 


在 高 等 数学 中 , 半 面 图 形 绕 + 轴 或 y 轴 旋 转 所 成 立体 的 体积 
如 何 计算 早已 解决 .但 对 半 面 图 形 绕 任 一 直线 y= kr + 5b(k 才 0) 
旋转 所 成 立体 的 体积 如 何 计算 却 没 有 讨论 . 这 是 一 个 较 复杂 的 问 
组 .对 于 该 问题 , 按 通 常 的 想法 应 当 是 ; 先 半 称 旋转 举 标 轴 , 求 出 
曲线 在 新 坐标 系 下 的 方程 , 青 绕 新 轴 旋 转 去 求 体 积 .但 这 样 做 一 般 
是 十 分 困难 的 .能 天 就 用 课本 上 介绍 的 郊 素 法 去 推导 出 一 个 兽 遍 
运用 的 公式 呢 ” 管 案 是 肯定 的 ,下 历 的 定理 较 好 地 解决 了 这 一 难 
题 . 

定理 : 设 函 数 y= FUz) 在 [ri,zz] 上 有 连续 导数 ,那么 由 则 


线 y= 所 了) 及 让 线 y=kr+p(tk0) .Y= 一 + 再] 3 二 -二 
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+6 (5i< 6 所 国 曲 边 樟 形 局 ( 见 图 68 一 1) 绕 直线 y= kr FaB 许 
转 所 成 立体 的 体 福 为 


TCF 一 好 -ECz)ldz (1) 


YW 二 


图 8 一 1 曲 边 梯形 儿 统 直线 
y= 二 志 r 十 办 旋转 示意 图 


证 : ”如 图 668 一 1 所 示 , 设 M(r,y) 为 曲线 y= (x) 上 和 任 一 
点 ,曲线 在 MM 点 处 的 切线 为 
MT:Y=f(r}+t+ f(r)(R—r) 
过 M 点 作 直 线 工 ;yy 一 kr + 上 的 垂 线 为 
MM':¥= -F(X-z)+/(r) 
强 XtEY— {rtfttr}]=0 
应 用 定 积 分 的 元 素 法 ,考虑 子 区 间 [ x,.r + dx |]. 设 相应 于 [ x,x++ 
dzj 的 曲线 弧 段 在 直线 LL 上 的 投影 长 为 di , 则 当 子 区 间 的 长 充分 
小 时 , 取 切 线 MT 上 对 应 十 右 端点 x 二 dr 的 点 Mr+dzryrzr) 
+ 产 (z)ydz) 到 重 线 MMT 的 些 离 为 df , 则 
di = rtdr) th f(r) + f(z)de] 
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—[x+Rf(ry| 
-Ay (在 此 不 妨 假 设 dz >0) 
而 M 点 到 直线 工 的 距离 为 


从 而 得 


2 LA = 
a 


BT .ltkF Cr), 
Vitk 


er ee ml f(z c)— kc-p] ll tkF (rz)}|de 
所 以 曲 边 梯 形 PD 绕 直 线 工 : y= kr + 5(k 并 中 ) 族 转 所 成 立柱 的 体 


I 
下 


V= cr |), Ue) Rr- oP lira (r)ldz 
证 毕 . 

注 会 忒 (所 适 用 于 肝 边 梯形 D 的 边界 与 直线 工 的 任 一 垂 线 
只 有 -个 诡 点 的 情况 . 知 有 的 边界 与 工 的 科 线 有 老 于 一 个 的 奖 点 
时 ,可 通过 对 区 域 口 的 边界 分 段 计算 之 . 

下 面 春琴 个 实 倒 . 

例 1 求 直 线 y=27x 与 vy 二 x.、r++y=3 和 z+y= 所 围 直 
角 梯 形 绕 直线 y= 旋转 所 成 立体 的 体积 . 

和 解 : 如 图 68 一 2 所 孙 , 这 里 f(z)=2x,&=1,6=0 ,y=27x 
司 T+y=3、zT+y 王 6 交点 的 模 谷 标 分 别 为 1 和 2, 即 x =1,xz 
=2. 电 公式 ( 屿 让 得 


并 时 
Vy el wa 
_ 了 
pu) 
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峡 介 一 2 直 前 梯形 绕 y= x 旋转 示意 略 


比 用 贺 台 的 体积 公式 V = 地 (R?: + Ri + RR,) 去 计算 容易 了 
许多 . 

例 2 求 由 曲线 y= 一 x* 一 3x +6 和 直线 z+ y 一 3=0 所 转 
图 形 绕 直 线 z + y -3=0 旋转 所 成 立体 的 体积 . 


玫 秀 -3 了 y 一 一 + 一 4x + 名 与 
一 工 十 3 扬尘 区 上 域 
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解 : 如 图 68-3 所 下 ,曲线 上 切线 垂直 于 直线 世 的 点 为 玉 
(一 2,8), 由 于 曲线 CEB 与 荆 的 重 线 有 密 于 一 个 的 交点 , 故 需 分 
段 计算 dV, 换 让 之 ,所 求 竹 转 体 的 体积 VY 等 于 ACEFA 所 围 图 形 
缠 上 旋转 所 成 立体 的 体积 减 去 下 FBE 所 转 图 撒 绕 LL 旋转 所 成 立 
体 的 体积 . 即 


1 
Vv 属 人 


| ee 
和 | (a oe ds 
十 [, 【 工 十 2 六 全 十 2 二 一 3 人 dz] 
[人 
_2S6v2 
15 ™ 
思考 题 : 曲线 y= zx”(m >0,m 了 关 1) 与 直 缕 y 二 之 所 围 图 形 


绕 y= 工 旋转 所 成 立体 的 体积 是 多 少 ? 当 mw 一 oo 时 体积 的 极限 在 
几何 上 表示 什么 ? 
Ti2 m2 2m-1' ,. 
【答案 : we 22 一 co 时 体 程 的 
极限 为 : 万, 在 几何 上 它 表 示 直 线 ?= xz,z =1, 与 zx 轴 所 围 直角 


二 角形 绕 斜 边 旋转 所 成 立体 的 体积 ). 


参考 文献 : {19],p.244~247;[71], p.39 一 42. 


“18 : 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


类 以 
85 _ ig8/§ 1 
RTisl64 -lg8s 2 
将 = 一方 代入 (2) 
c=10x (64) 7 =10x8= 0 
灵 , 模 据 学 习 晶 强 , 尘 车 六 六 时 ,ch 二 8. 和 将 cc 二 80, 二 一 1 用 代入 
可 求 出 A = 100. 
所 这 ,学习 曲线 为 
_ 80z 1,rA100 
” |g, x>100 
下 商 计 算 达 到 熟练 程度 所 需 的 时 间 人 下. 由 学 习 时 线 知 , 当 工 人 织 
完 100 匹 布 后 邮 可 成 为 熟练 工人 ,因此 人 即 为 织 100 匹 布 所 用 的 
时 间 . 
妆 工 人 织 完 工 匹 布 后 ,再 织 Ar 匹 布 所 用 的 时 间 为 
_1 20 
Ay=80zx ZAr= Ar 
?三 80z Te 
殷 据 铀 元 法 , 织 100 匹 布 所 用 时 人 为 
i 


ee 100 30 加 _ 四 
T= | dr=160Vz| =1600{ 小时》 
思考 题 : 校 照 上 述 学 习 曲 线 计 算 新 工人 织 200 匹 布 所 用 时 


间 { 工 = 三 flx)dx = 国 i + 三 8dx =1600 + 800 
0 0 站 tt 
=2400(hb). 
参考 文献 ; [701. 


70、 潜艇 的 观察 窗 问 题 


在 探测 海底 的 潜艇 上 装 有 苦于 个 观察 窗 . 为 使 窗户 的 设计 更 
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妆 工 人 织 完 工 匹 布 后 ,再 织 Ar 匹 布 所 用 的 时 间 为 
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殷 据 铀 元 法 , 织 100 匹 布 所 用 时 人 为 
i 


ee 100 30 加 _ 四 
T= | dr=160Vz| =1600{ 小时》 
思考 题 : 校 照 上 述 学 习 曲 线 计 算 新 工人 织 200 匹 布 所 用 时 


间 { 工 = 三 flx)dx = 国 i + 三 8dx =1600 + 800 
0 0 站 tt 
=2400(hb). 
参考 文献 ; [701. 


70、 潜艇 的 观察 窗 问 题 


在 探测 海底 的 潜艇 上 装 有 苦于 个 观察 窗 . 为 使 窗户 的 设计 更 
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科学 .更 合理 ,必须 先 计 算 加 在 观察 窗 上 的 庄 力 .如 果 我 们 假 炬 窗 
户 是 垂直 的 ,其 形状 如 图 70 所 示 是 对 称 的 , 试 求 出 压力 与 窗户 面 
积 . 窗 户 形 心 闻 的 关系 . 


解 : 从 物理 学 知道 ,在 水 深 = 处 的 压 


p= Ye 
这 里 y 是 海水 的 比重 .建立 如 图 70 所 示 的 
举 标 系 ,对 应 村 | z ,z+ dz |] 的 军 条 上 各 点 处 
的 第 强 近似 等 十 着 ,这 窑 条 的 面积 近似 为 
dA=28(z)dz, 故 这 窑 条 上 所 受 的 海水 压 
力 的 近似 利 , 邯 上 讨 力 微 元 
dF = pdA =2yzi(z)dz 图 70” 潜 生 的 观察 突 
因此 ,加 在 整个 窗 面 上 的 压力 为 


于 二 | dF=27 | wi 


”上 :个 ~ 
dT TN 


因为 4A=2| Nd 

形 心 之 a ez)dz 
和 A 3 

国 此 F= yzA 


但 yz 止 好 是 深度 为 z 处 的 水 庄 强 ,所 以 加 在 窗户 上 的 全 部 压力 等 
于 答 户 露出 的 全 部 面积 乘 土 它 形 心 处 的 压强 .作为 一 个 上 其 体 的 裤 
例 , 设 窗户 是 圆 的 (这 是 最 可 能 的 形状 ,其 半径 为 0.9144 米 , 取 > 
= 1121.9767 于 克 |/ 米 ”,z = 二 1828.2 米 , 则 
F =1121.9767 x 0.9144° x 1828.2 
= 37407.031(kg) 


参考 文献 : [31,p.335~ 336. 
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71、 垂 直 金 属 杆 的 长 度 问题 


-质地 均匀 模 截 面相 等 的 金属 杆 季 直 地 立 在 地 上 ,由 于 它 本 
身 重 量 的 作用 ,长 度 会 喊 小 . 试 沙 减少 的 数 重 . 


解 : 由 材料 抗力 的 基本 会 式 知 , 若 金 属 桂 的 a 
构 蕉 面 为 ，, 受 的 拉力 或 下 缩 万 为 玉 , 则 单位 面积 |- 
受 的 力 归 | 

一 


侣 ! 表示 其 长 度 ,Ai 于 长 度 的 变化 , 则 每 --. 
单位 长 度 的 延伸 或 压缩 为 
,A 
i 
上 席 克 定律 指出 ,单位 力 F" 与 7 成 正比 (只 村 局 标的 长 度 
不 起 越 弹性 限 庶 ); 
天 二 下 
这 里 五 是 弹性 系数 . 
下 面 我 们 根据 以 上 这 些 知 识 米 计算 金属 杆 长 度 的 减少 量 . 
建立 如 图 71 所 示 坐 标 系 ,并 以 表示 和 体 密度 . 则 与 顶端 相距 
工商 谎 单 元 为 Ar 的 小 金属 杆 所 受 的 力荐 
下 二 和 
单位 缩短 量 填 


因此 ,单元 的 高 度 变 为 
Vr Vr 
Ar Ar =Ar (1 
碳 积 分 得 到 金属 杆 的 新 高 度 /、 
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了 所 2aFs 
天 是 减少 的 向 度 为 
rp 
i Tap 


懂得 了 王 直 金属 杆 的 长 度 会 减少 的 道理 ,我们 在 桥梁 .厂房 等 
建筑 施工 中 号 会 把 喊 少 的 部 分 壮 虑 进去 ,从 而 保证 施工 的 质量 ， 


参 老 文 献 : [4|],p.182 一 183. 


72、 如 何 求 物体 加 热 所 需 的 热量 


已 知 在 0 至 200 人 TC 的 温度 范围 内 铁 的 比 热 c, 与 温度 1 的 关 
系 为 线性 关系 ,并 通过 实验 测定 当 1=50 时 ,c, =0.1124; 当 := 
100 时 ,ec ==0.1672. 现 将 温 境 为 20 世 的 铁 10 千克 加 热 到 100T ， 
试 求 所 需 的 热量 己 . | 

解 : ”由 题 意 知 ,c= 二 at+ 有 ,及 从 数据 


! 30 100 


0.,1124 0Q.1672 


Ci 


a + S06=0.1124 

a+ 10065 =0.16872 

解 线性 方程 组 ,得 a =0.1053,5 =0.0D00142: 

所 以 c=0.1053 +0.000142: (1) 
物体 的 比 热 是 将 单位 质量 的 该 物体 温度 升 高 tC 所 乱 的 热 

量 .由 实验 卜 明 ,此 热量 随 物 体 的 证 度 改 变 而 改变 ,如 (1) 式 所 示 ， 
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报 据 导 数 征 交 ,知道 
dw 
3 dr ” 
所 以 ,单位 质量 的 物体 从 温 诬 *， 升 到 1; 时 ,所 青 观 的 总 扑 量 为 
Q = a (2) 


将 ==20,7; = 二 100 及 (1) 式 代 人 大介) 式 ,得 
人 [> {0.1053+0.0001427)dt 
0. 10532 1 0.0000712] =9. 106( 热 量 单位 ) 
对 村 和 和 干 克 铁 ,所 求 的 热量 等 于 91.06 热量 单位 . 
参考 文献 : [32|,p.58 一 59. 
73、 怎 样 计算 气体 流 经 喷嘴 的 最 和 快速 度 


这 个 问题 可 以 通过 店面 三 全 步骤 加 以 解决 : 

(1) 首先 建 评 气体 流量 G 与 喷嘴 面积 六 气体 压力 P 的 隔 数 
关系 . 

解 : 在 - 定 的 条 件 F 下 ,气体 流 经 小 孔 时 ,其 状态 方程 号 

PiVTI=P =C( 常 数 ) (1) 

式 中 Pj ,VI 和 局、Y 分 别 代 表 过 程 开 始 和 和 终了 时 的 压力 和 容积 ， 
nn 是 大于 1 的 谤 数 . 

气体 流出 时 所 和 首 的 A 可 由 下 旭 计 算 . 

六 Sy. PdYV = [ CY "dV( 注 意 到 P=CV ") 

1 1 


se Pe Co ,i ] - 才 
和 
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= CVD) (注意 到 C= PT) 


A 有 


ea 
气体 流出 的 能 起 由 下 式 决定 : 
2. 1. 1 > 


dm -一 宁 ” g ”可 


式 中 :加 = 一 是 1 下 克 气 体 的 项 撼 ,w 是 流出 速度 .由 于 w= A， 
所 议 


: 2 Pp, Vi ne 
人 2 
好 小 孔 面 积 等 于 /, 那 末 每 秒 流 过 小 孔 的 气体 的 二 等 二 
t= fo 

式 中 十 -= y 是 气体 的 重度 ， 
将 (2) 式 代入 上 上 式 , 得 
oe 28 oo 1 Pp ya 
ot vl (8) 
Pp 


义 旧 (1) 式 知 v=|(B) ,代入 上 式 , 得 


A 


I 3 


-1T23 3 
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上 式 就 是 流量 G 与 产 已 之 间 的 函数 关系 . 

(2) 当 喷嘴 面积 为 -- 定 f= fi 时, 求 共有 最 大 流 曙 人 的 机 广 
庄 力 P 的 值 . 

解 : 从 (3) 式 可知 ,只 需 考 虑 下 列 明 数 PP) 的 最 太 值 问题 . 


?CP)=( 声 ) - (BE) 


为 w= 襄 填 ) - 结 !() 


-全 高 攻 - 殊 
仿 gp (P)=0， 解 得 


P, 7 pr (nri 
即 有 驻 点 已 = P = (六 PP (4) 
a 了 _- 
由 于 ww (Po)= nt+1) (n- 1) + D0 


所 以 当中 = Po 时 流量 最 大 . 
(3) 最 后 求 气体 流 经 喷嘴 的 最 快速 度 . 


解 由 上 面 解 出 的 P 称 为 临界 压力 , 面 天 称 为 临界 讨 力 


比 . 和 临界 卡 力 P 相对 应 的 速度 wn， 可 从 公式 (2) 求 得 ， 将 (4) 式 
代入 (2), 有 


这 个 速度 称 为 临界 速度 , 它 表 示 访 经 喷嘴 所 能 得 到 的 最 快速 庶 . 
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参考 文献 : [32],p.59~61l. 


74、 天 然 气 产量 的 预测 


工程 师 们 已 经 开始 从 殿 此 寻 湾 的 一 个 新 井 开 来 大 然 气 .根据 
补 步 的 试验 和 已 往 的 经 验 , 他 们 预计 天 然 气 开采 后 的 第 z 个 月 的 
月 产量 由 下 而 的 消 数 纵 出 ; 


P(z) 一 0.0849re“W( 百 万 立方 米 ) 
试 估计 前 24 个 月 的 总 产量 . 
解 : 前 24 个 月 的 总 产量 为 


P= > 0.0849ke one 


直接 计 算 这 个 和 式 较 难 ， 应 用 是 积分 来 估计 它 . 
令 AH) =0.08492e "024 


则 P= > FE),H fF (2)=0.0849e “2 (1 —0.027)20 
从 而 1) 为 递增 殉 数 .由 定 积分 的 性 质 有 : 


= | rodt= > Fd > fk)=P 
0 rr | 

= 上 f(t)dt = > | f(t)di> D2, FR)=P 
沛 了 宇 三 人 站 .0849ze MEd 


4 
=0.0849 | te “ge 
说 


二 .0849 | 要 


本 
0.02°* 


=0.0849 x 50 四 seo | 
所 
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,| 


=0,0849x50 [- 24e"”- S0(e ™™—1)] 


—0.0849 x 50 | 24e "ne 


=0.0849 x 50| -74e "™ +1 50] 


:17.8716( 旦 万 这 方 米 ) 


类 似 地 ,可 得 
a | 0.0849re "Pdia19.1039( 下 万 立方 米 ) 
从 而 有 
pa el Se =18.4878( 百 万 立方 米 ) 


参考 文献 ; [53],p.371 一 373. 


7S、 终 身 供 应 润滑 油 所 需 的 数 最 


某 制 造 公司 在 生产 了 - - 批 超 音速 运输 机 之 后 停产 了 .但 该 公 
可 承 赣 将 为 客户 终身 供应 -种 适 于 该 机 型 的 特殊 润滑 油 . 一 年 后 
该 拖 飞机 的 用 油 率 (单位 ; 升 /年 ) 由 下 式 给 出 ;r(z) = 3001z 史 ,其 
中 芋 表示 发 机 服役 的 后 数 (1 袜 1) ,该 公司 要 .次 性 后 产 该 批 飞机 
-- 年 以 后 所 需 的 润 清油 并 在 需要 时 分 发 出 去 ,请 问 需要 生产 此 泣 
滑 油 多少 升 ? 

解 : >r(t) 是 该 批 飞机 -第 后 的 用 油 率 ,所 以 | r(tydi 等 于 


" I28 ， 
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第 -年 到 第 + 年 间 该 批 飞机 所 用 的 润滑 rn 
油 的 数量 ,那么 | (1)dt 就 等 于 该 描 
机 终身 所 需 的 润滑 油 的 数量 . 


[re 
1 


| roDde= im | -dt 
[i "onll 


工 


= lim 3007 dt 


he 二 


= lim 300( ~ 2 "2 


荆 
EE 


= lim [ — 6007 -3 +600] 


= lim (600- 产 )j=6oo(D) 图 75 《打从 上 -1 到 *= 了 井 


0 . 线 ris) 下 的 面积 (2) 从 :=1 
即 ,600 升 润 湖 油 将 保证 终身 供应 . 到 := co 阳线 rt:) 下 的 面积 


参考 文献 : [45] ,p. 288. 


76、 如 何 标 出 椭圆 柱 油缸 中 油 量 的 刻度 


现 有 一 -个 椭 俩 柱 油 谍 (如 疼 76 一 1), 其 长 度 为 1 ,两 底面 是 长 
轴 为 24 , 短 轴 为 2p 的 椭 回 , 问 当 油 拒 中油 耐 高度 为 h 时 , 油 量 是 
宪 少 ? 

解 : 从 图 76 一 1 容易 看 出 ,问题 在 于 计算 测 面 与 油 钠 炭 面 相 
裁 出 的 那 一 块 面积 s{ 带 表 旷 部 分 ), 具 要 算出 s, 则 铅 中 的 油 所 占 
的 体积 m= 吕 ,从 面 铀 量 入 为 

Q= w= ps (1) 
式 中 p 表示 油 的 密度 . 


E20 
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几 76 一 1 图 76 一 2 
由 图 76 一 2 知 , 油 龟 底 面 的 椭 加 方程 为 


现 没 五 交 5, 则 5= 5 t+ 其 中 是 半 桶 圆 的 面积 , 5s, = 
Fnab is: 是 位 于 x 轴 上 方 阴影 部 分 的 面积 . 
如 果 把 y 看 作 自 变量 , 则 


-5 上 3 
:=2| z(y)dy=2| a,.j1l—-Sdy 
0 0 » 


2 
令 y=bsin tf， 则 dy= beos tdt 1-%3 = cost, 


$2 =2a6 | cos td 
j 


和 
=ab | 5 (1 + cos 27)dr 


pb 


= ab| are sin da 十 sin (2are Sin 2 ) | 
于 是 


5 二 了 | 十 $3 


= 三 | 总 | arc sin E+ » sin (2are sin 45+ )| 


”了 更 
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所 以 申 (1) 知 , 训 量 
Q= ps = abpi| 5 十 aTe sin “8 上 sin (2are Slim 人 *)] 
根据 这 个 公式 ,可 以 求 得 袖 基 与 高 度 的 对 应 值 ,从 而 可 以 标 出 


油 景 和 的 刻度 . 
思考 题 : 如 果 五 之 5 ,这 时 如 和 何 计量 油 量 ? 


77、 如 何 用 比较 简便 的 方法 计算 椭圆 周 长 


我 们 熟知 ,半径 为 + 的 圆 的 周 长 为 2xr ,现在 设 有 椭 隔 x = 
中 人 站 ,v= pasin ,fr DO< Sa 
(1 如 何 计算 椭圆 的 周 长 5? 


(2) 车 以 e= LVar— 好 表示 刁 圆 的 离心 率 , 试 证 明 对 外 圆周 
长 有 如 下 近似 公式 


sse2na [1 -年 ) 
解 : (1) 我 们 利用 对 弧 长 的 曲线 积分 计算 桶 图 的 局 长 .机 车 

在 第 - -象限 的 参数 方程 为 
X=acos ,y= bsin 8, 0<0< 方 
a -asin8,y's = bcos 8, 搬 隔 的 弧 长 元 素 为 


一 WwW 1 人 2 一 wa sin2 0+ bicos: dB 
— {a bcos dO=a v1 -ecos dd0 
椭 加 在 第 一 -象限 部 分 的 长 度 为 


0 下 i | vod 
向 对 称 性 ,椭圆 周 长 * 为 第 -和 象 保 部 分 的 长 度 的 4 倍 , 寻 
s = 451 =4a [ VI Cosddg 
‘131 ， 
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这 就 中 计算 本 疯 周 长 的 公 坏 ， 


(2) 出 十 上 式 中 被 积 函 数 v I- ecos 8 的 原 函 数 不 足 初等 函 


数 ， [ 式 不 能 直接 积分 得 结果 .我 们 称 | V1 -Ccos 9d9 为 完全 


栖 贺 各 


上 面 我 们 用 隔 数 的 舌 级 数 展开 碟 推 导 椭 加 周 长 的 近似 公式 


内 为 有 熟知 的 上 共 级 数 展开 式 
pe I I 0 Re 
1l+r= 1 二 -和 | 74:G lr] 
浆 因 为 0se< ,从 而 0<ecos 人 ) ,由 上 式 得 
v1—e cog = - 了 ecos 8 
折 以 有 桶 圆周 长 近 和 所 公式 


da | 【1 -ews A yde 


= 4a: | 恬 一 于 人 j 
= 2na (1 四 fe ) 
这 就 是 所 朗 证 明 的 近似 计算 公式 . 


特别 地 ,对 于 椭圆 的 特殊 情形 国 ,0 一 5,e= = 人 ,由 上 和 而 公式 得 


5 (1 -年 他 )=2xa ,准确 等 于 贺 周 长. 


思考 题 : 在 这 个 向 题 中 ,试用 上 述 方法 得 出 稀 圆 局 长 的 宕 级 


数 展 开 式 ,并 由 此 得 出 更 精确 的 近似 计算 公式 


i (2n)l 1 Rk" 
【 答 染 BY =2rad1 3 Be i 
1 3 4 
~2ra {1- ie Bae )). 


“1 
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参考 交 献 : [61 1,p.280;[3],p.435 一 437. 


78、 地 球 环 市 的 面积 


地 球 上 平行 于 杰 道 的 线 称 为 纬 线 , 两 条 纬 线 之 间 的 区 域 叫 环 
带 . 鼻 定 地 球 蚌 球形 的 , 试 证 任何 一 个 坏 带 的 面积 都 是 S = xhad， 
这 里 五 是 构 成 环 带 的 两 条 纬 线 间 的 中 离 ,d 是 地 球 直 经 ( 约 13 
000 公里 小 . 

证 :站 先 要 弄 清 ,两 条 纬 线 问 的 有 中 离 是 指 它 们 所 在 的 两 平行 平 
面 癌 的 四 离 ,而 不 是 两 纬 线 所 夹 经 线 的 长 度 .建立 如 图 73 所 示 的 
坐标 系 , 则 环 带 可 看 作 由 曲线 段 

r=v Ry {cyEc th) 
绕 y 轴 旋 转 而 成 .由 旋转 体 的 侧 丽 积 公式 
Sn = 『 2xrzrty)VTHTzy)]dy 


可 得 环 带 面积 为 


| ~、 
Ny 


丰 


=2xRy 和 了 下 Rh 一 xiid 疼 78 地 球 坏 带 的 面积 
与 环 带 位 置 无 区 
注 1: 用 此 可 邢 , 环 带 面 积 与 环 
党 在 地 球 上 的 位 置 无 关 . 也 就 是 说 ,只 要 构成 环 带 的 两 条 纬 线 问 的 
距离 相同 , 耶 么 ,靠近 赤道 的 环 带 与 位 证 北航 的 环 带 的 面积 部 


”于 了 
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是 - 样 的 (尽管 纬 线 长 度 , 夹 在 琴 纬 线 癌 的 经 线 长 度 帮 不 : 样 儿 吕 
鲜 78). 

注 2: 关 杆 旋转 体 的 侧面 积 公 式 , 同 济 大 学 编 的 4 高 等 数学 》- 
上 中 没有 介绍 ,读者 可 参考 清华 人 学 编写 的 《4 高 等 数学 》{ 基 础 部 
分 ) 或 其 它 任 何 一 本 理科 “数学 分 析 " 教 材 ， 


参考 文献 : [1],p.450. 
79、 高 尔 夫 球 座 的 体积 


一 个 木 制 高 尔 夫 球 座 大 体 【具有 以 F(z) 与 g(x) 的 图 象 为 
这 者 的 区 域 绕 Ox 轴 施 转 一 - 周 形成 的 立体 ,这 旱 


全， 0<<r 志 2 


2 

g(r)= 6 【单位 为 cm 
FT 

Le Us < 

2- 和 0 

1 7 

fr)=4 2 

1 四 7 二 

EE | |， 误 <x<s 字 


问 这 个 高 尔 夫 球 座 的 体积 是 多 少 ? 
解 : V = [ ed 


| 区 中 qd 区 


1 
zz 
= 志 下 二 zzdx 


" 134 : 
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图 2 加 高 乐 才 奈 座 


参考 交 献 : [25], 1: 册 ,p.593. 


80、 刚 性 棒 的 转动 


一 根 长 4 米 的 团 性 棱 绕 它 自己 的 左 端 旋转 ,每 分 钟 转 50 次 ， 
棱 的 密度 是 p(x)= (1+y xz)kgim, 试 求 它 的 动能 . 

解 : 见 图 80. 由 于 动能 上 = 方 Jw? ,其 中 了 为 转动 惯量 , 角 束 
度 w= 50t27) = 100r(radfmin) ,所 以 只 需求 工 今 把 区 间 10,4]z 
等 分 ,如 将 每 “个 小 区 间 近 似 地 看 成 个 质点 ,那么 第 i 个 质点 的 
质 明 近似 地 等 十 ofrjfzr 一 ci=(+vzi)ar, 于 是 它 的 转动 


惯量 为 
"133 : 
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R(t}=1r Vr 


Et 部 
图 8 围 性 峙 的 转动 


站 Re 了 一 [十 zr}Ar rr’ 
从 [而 


I > (L+H 工 ) Ar 
令 Ax 一 0, 我 们 得 到 


i F 2 


| (1+v x )r dr = | (zz +r2)dr= ie (kg “mm ) 


于 是 
K = 3 lo = 方 xX TA x (100x)° = a 
794(]) 
参考 文献 : 


[1 , 上册,p.461- 一 462. 
81、 桶 在 海水 中 所 受 的 压力 


-直径 2 米 的 贺 桶 横 漫 在 海水 中 (0 人 TC 时 海水 的 密度 约 为 


1 030 公 斤 / 米 ), 桶 底 中 心 距 水 面 4 米 , 试 计算 整个 桶 底 所 受 水 的 
压力 . 


解 : 桶 底 画 于 图 81 中 . 置 坐 标 原点 于 桶 底 中 心 . 如 图 划分 y 
一 轴 , 则 第 ; 条 所 受 力 为 


~ AF = PA, 
» 96 
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凤 8l 注水 中 的 彬 泡 


上 其 中 PP 为 压强 , A, 为 第 i 条 的 面积 , 帮 AF. 二 pAA;, 已 知 p= 
1 030 公 斤 / 米 "(海水 密度 ).d, 二 4 一 y{ 第 i 条 在 水 下 的 深度 ), A， 
~( 第 i 条 长 )xAy. 由 于 策 形 桶 底 的 方程 是 x 十 y=1, 所 以 在 y 
一 轴 右 侧 z=v1-yY ,在 yy 一 轴 左 侧 z=-v1-y ,这 样 第 i 条 
的 长 就 近似 地 等 于 V1 一 一 (Yi 一 YY)=2Y1 一 yy, 从 而 
AF 2p(4— y WW 1— yhy 

求 和 到 极限 

F = [ 2p(4- yl1l-—y dy 

-gef Vi-ydy-2p yv1l-ydy 

上 面 第 -个 积分 是 半圆 x 一 V 1 一 六 的 而 积 ,等 于 才 x1? = 十 .第 
二 个 积分 = 被 积 函 数 是 奇 函 数 ). 于 是 我 们 得 到 

F =8p" (了 3)=4re=4 120xs<ti2 937(kg) 


=12.937(t) 
" J37 : 
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参考 文献 : 【111. 和 册 ,p 468. 
82、 大 气压 强 问题 


什 大 气 十 部 {对 流 屋 ) 温 度 了 是 不 均匀 的 . 若 温 度 可 直 汪 = 
Ty -ay 近似 地 表示 (To 是 地 表 温 度 ,系数 a 为 混 育 递 碱 率 )}, 试 
研究 壬 强 随 高 度 变 化 的 规律 . 

解 : 记 高 度 y 好 的 太 气 压强 为 ， 
P{Yy), 则 它 等 于 vy _ 上方 的 气体 作用 在 
y 好 每 单位 面积 上 的 重力 . 设 在 vy 上. 
方 -个 截面 积 为 A 的 圆柱 体内 (图 
82) 气体 的 质量 为 AM, 则 其 重量 为 
Melg 为 重力 可 速度 ). 这 时 圆柱 底 
面 (高 度 y 处 ) 的 压强 为 ° 

Ply)= -全 图 辽 。 压 强 确 商 度 存 变化 

设 在 稍 许 大 一 些 的 高 度 y+ Ay 
寻 大 气压 强 为 Ply 十 Ay). 在 距离 为 Ay 的 范围 内 , 响 柱 片 所 售 体 
积 为 AAy, 占 有 这 个 空间 的 气体 重量 为 AAyog (pp 三 p(y) 为 yy 外 
的 大 气 密 度 ) ,显然 ,这 个 重量 应 等 于 两 个 大 圆柱 内 气体 重量 之 差 ， 
即 


psAAy= Mp(y) — Aply + Ay) 


a ply+Ay)— oly) 二 
或 
令 ”Ay 一 0, 则 有 
= -og a) 


由 气态 方程 知 , PV = RT 表示 气体 的 摩尔 质量 ,只 为 常数 )， 
"1138 : 
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则 大 气 密度 
Mp 
po 一 二 了 (2) 
将 2) 代 大 (1 ,得 
dP _ _ pgp 
dy KR 
虐 _dP_ je -RT = 
， Pp RI R(T, -ay) 


当 高 度 由 地 表面 ( 设 为 零 ) 变 为 yy 时, 大气 朱 强 由 Po 变 到 P. 
由 J v 及 也 均 视 为 变量 , 故 属 变 上 限 的 定 积 分 .代入 相 应 的 积分 
限 , 租 分 后 得 
i 
| i 0 
Ee < Th 
np = Ral To—ay (3) 
《3) 式 就 是 压强 PP 随 剖 度 y 变化 的 关系 式 ( 蔡 写成 显 式 形式 , 则 有 


次 oe 
P= Pa 人 (人 ,; ). 


参考 文献 : [13],p.133;[6|],p.22~24. 


83、 转 售 机 器 的 最 佳 时 间 


由 于 折旧 等 内 素 , 某 机 器 转 售 价格 R(z) 是 时 间 :( 周 ) 的 减 呈 
数 RR(#) > 全: 过 ( 元 ), 其 中 A 是 机 器 的 最 初 价 格 .在 任何 时 间 


,机 器 开动 就 能 产生 已 = 外 e 总 的 利润 . 问 机 器 使 用 了 多 长 时 间 


厂 转 上 伪 出 去 能 使 总 利润 最 大 ?这 利润 是 多 人 少 ? 机 器 芯 了 多 少 钱 ? 
解 : 假设 机 器 使 用 了 > 周 后 出 售 , 此 时 的 华人 和 价 是 R(x)= 
-139 ， 
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3 人 。 高 ,在 这 段 时 间 内 机 器 创造 的 利润 是 | 年 才 dz. 于 是 ,问题 


襄 成 了 求 总 收入 
f(r)= Ne m+ | 4e di， TE(0,+oco) 
的 最 大 和 值 . 
由 f(r)= es ge) + 
-0 


求 得 ”e- 训 = 已 ， c=32 z=96n32 


re, nt, f(r)>0;3 rE (G6n32, + ce 时 ,请 (z) 


<0. 艾 96ln32 是 A(z) 的 唯 - 极 值 点 ,-…. 它 是 最 大 值 点 ,二 333 
周 ,此 时 


(333) 一 -全 十 4 | e 可 dest2.014{ 元 ) 
总 利润 P=f(333) A=11.01A 
机 做 卖 、 琶 
参考 文献 [3j1, 上册 ,p.276. 
84、 力 矩 的 功 


如 图 84 所 示 , 外 力 下 作 有 由 在 刚体 的 点 ,使 刚体 绕 定 轴 转 过 
一 要 小 的 角 位 移 d8,F 的 作用 点 已 的 位 物 为 ds = rd8, 售 移 ds 的 
方 回 和 { 妇 牌 直 , 即 程 放下 成 如 前 .按照 切 的 定义 , 力 下 在 这 自信 
移 认 所 纤 的 功 为 
dA = Fceos 日 -中 
= Feos :rd 
”14 。 
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图 34 外 力 乒 作用 于 刚 伟 的 亚 点 


因为 下 对 转轴 的 力 朱 为 
MM= Fd= Freoos 
因此 dA- Md6 (1) 
上 式 为 力 短 M 在 一 微小 角 位 移 d8 上 所 作 的 动 的 微分 . 
在 -- 般 情况 下 , 力 斥 M 的 大 小 随 角 位 移 9 而 变化 ,所 以 力 祭 
M 在 - 段 有 限 大 小 的 角 位 移 上 所 和 作 的 功 需 用 积分 来 计算 , 即 
A= [Mga6 (2) 


知道 了 力矩 M 随 角 位 称 8 的 变化 关系 ,就 可 根据 |- 式 求 出 力矩 的 
助 . 


上 血 请 看 - -具体 实例 . 

时 钟 上 发 条 时 ,所 用 的 力 上 与 转角 8 的 关系 星 玉 = 下 ,上 为 比例 
常数 ,发 条 从 松弛 到 上 紧 需 要 转 几 周 , 向 作 功 参 少 ? 设 转 轮 的 半径 
并. 

解 : 为 繁 M 在 微小 前 位 移 dg 上 所 作 的 功 的 微分 

为 : dA = Md 

= FRAO = ER dO 

当 发 条 从 松弛 到 工 紧 转 儿 周 时 ,这 共 转 过 胡 太 称 为 2xn 弧 

度 . 因 此 力 什 所 作 的 功 为 


有 - | Ma0 
.141 - 
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也 工本 
= | kROdO 
0 
a (2rn) 
AR ~ 


.2kRr nn 
参考 文献 : |42 1.p.74 -35. 


85、 人 口 统计 模型 


人 中 统计 模型 1 : 


其 城 市 1990 年 的 人 口 密度 近似 为 (7) = 人 6. P(r) 大 不 


路 市 中 心 > 公里 区 域内 的 人 口 数 ,单位 为 每 平方 公里 10 万 人 . (1) 
试 求 距 市 中 心 2km 区 域内 的 人 大口 数 .(2) 知 人 口 密度 近似 为 已 (rr) 
=1.2e"“ 单 位 不 变 , 坛 求 虑 市 中 心 2km 区 域内 的 人 口 数 . 
解 : 假设 我 们 从 三 市 中 心 画 -条 放射 线 , 把 这 条 线 上 从 0 到 
2 之 向 分 成 x 个 小 区 间 , 每 个 小 区 间 的 长 度 为 Ar. 每 个 小 区 间 确 
定子 一 个 环 ,如 网 85 所 小 . 
证 我 们 知 算 每 个 坏 中 的 人 口 数 并 把 它们 相 加 , 怠 得 到 了 总 大 
{i 数 . 第 j 个 环 的 面积 为 
nr 三 法 天， = —x(r, —Ary 
=xr nr -2r Ar+ (Ar))] 
~ 2 六 和 rr 一 其 Ary 
当 4 很 坟 时 ,Ar 很 小 ,x(Ar) 相对 于 2rr Ar 来 说 很 小 , 叮 怨 略 
不 计 , 所 以 此 环 的 面积 近似 为 2rr Ar 
在 第 了 个 坏 内 ,大门 密度 可 看 成 带 数 PCr;) 所 以 此 环 内 的 人 
[[ 数 近似 为 :天 rm ) "27r,Ar. 


熙 市 中 心 2km 区 域内 的 人 人口 数 近似 为 ; > 下 
了 一 ] 


" {42 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


图 85 坟 市 中 心 为 回 心 的 同心 阅 环 


即 人 日 数 N= | P(r)2rrdr. 
(1) 当 P(r) = 和 50 时 |， 


4 
20" 0" 
本 “过 六 _ 2 24 
=4r| -dr 一 4rin( 王 +20)| 一 4xln WY2.291 
《二 万) 
距 市 中 心 2km 区 域内 的 大 口 数 大 约 为 229 100. 
(2) 当 P(r)=1.2e“*' 时 ， 


2 
~N =| 2.4nre "dr 
nn 


~D.2 
e r 


2 
=2.4x | re "7dr=2.4xr 下 
心 一 恰 ， 


这 


2 也 er 
-2.4r| 0 3dr 


-2r 
一 . -8.4 上 
24re ”+ 12r (S03) ， 


一 一 24re 二 ( 一 加 re +60x)A11.602( 十 万 ) 
三 市 中 心 2km 区 威 内 的 大 口 数 大 约 为 1 160 200. 


讨论 : 本题 中 选取 的 两 个 人 门 密度 P(r) = -4 ,Pr) 
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=1.2e “有 一 个 共同 的 性 质 瑚 (rr)<0, 即 随 着 r 的 增 大 ,Pr) 
减少 .这 是 符合 实 标 的 ,因为 随 着 距 市 中 心 的 邮 离 越 远 ,人口 密 度 
越 小 .另外 ,需要 指出 的 是 , 当 人 口 密度 Pfr) 选 取 不 同 的 模式 时 ， 
估算 出 的 人 口 数 可 能 会 相差 很 大 ,因此 ,选择 适当 的 人 口 密 度 楼 式 
对 于 准确 地 估算 人 口 数 至 关 重 要 ， 

人 口 统 计 模 型 下 、: 

没 中 (z) 表 示 上 时 刻 某 城市 的 人 口 数 . 息 设 人 口 变 化 动力 学 受 
下 绚丽 条 规则 的 影响 . 

1. t 时 启事 增 人 人 口 以 每 年 (7) 的 比率 增加 ; 

2, 在 一 自 时 期 内 ,比如 说 从 T 到 并 ,由 于 死亡 或 迁移 , T 
时 刻 的 大口 数 P(T,) 的 一 部 分 在 T; 时 刻 仍 然 存 在 ,我 们 用 
A(T, 一)P(T) 来 表示 ,0<<A(T, 一 全) 所 1,T, -了 是 这 段 
时 间 的 长 度 . 

试 建立 在 任意 时 刻 1 人 口 规 模 的 模型 . 

数学 建 模 : ”我们 把 [0,T] 的 时 间 忱 闻 分 成 x 等 分 ,每 个 小 
区 间 的 长 度 为 Ai， 


TPR 证 -1 二 a = 人 TT 
初始 时 语 欧 人 口 数 为 P00), 到 时 刻 伍 将 只 剩 下 h(T}P(0). 当 At 
很 小 时 .从 时 刻 刁 -1 到 了 , 净 增 人 口 的 比率 近似 为 常数 r(z ). 这 段 
时 期 净 增 的 人 品 数 近似 为 rp)Azt 时刻 的 人 口 到 时 刻下 时 只 
竹下 站 了 一 二 )rfb)AL 所 以 在 人 时刻 的 总 大 数 近 似 为 ， 

nCTIPIOO + ROT— FOr At ACT -17{ 0, At + 


+ (下 ri ASR TIPO) + | (CT Ar( de 
当 无 限 增 大 时 ,P(T)=A(T)P(O)+ (Tv)ar 


下 面 请 看 -- 其 体 实例 . 
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设 rft)y=Sxi0t+10 pt)=e 1990 年 时 该 城市 的 人 
口 数 为 107, 试 求 2000 年 时 该 城市 的 人 号 数 ， 
解 : P(IO) =RCIO)P(O)+ | A(10- rr)dt 


In 
eHx10 + | ce 00 Ys x 10° + 105 7 ) dz 
他 


10 0 
=10e +e [5x10 | edt+10 | te dr ] 
0 各 


由 


I 
a 10e 由 J 7 x Te 于 4 105e 14 rat 
从 


性 


网 Ii6x 10° -4 ri 9 
Li 汉 


半 

=107e +2x10°. 2xiose +4x10 一 16x107 
+16x1De 

=2x10(1—e 110{(17xe 内 一 12) 

~ .28XxT 

2000 年 时 该 城市 大 约 有 人 1 1 280 万 . 


参考 文献 : {451,p.262 一 263;[47],p.443 一 445. 
86、 牙 己 形 状 的 数学 模型 
在 口腔 禾 形 的 临床 实 威 中 ,确定 治疗 措施 需要 考 虚 牙 弓 的 形 


状 .大 们 对 牙 引 { 形 ) 曲 线 提出 了 各 种 数学 模型 ,如 辆 圆 、 双 曲线 、 折 
物 线 和 悬 链 线 ,其 中 模 氢 度 较 好 的 是 县 链 线 ( 如 图 86 所 示 ). 


时 链 线 的 数学 模型 是 六 ) Re te 人“), 它 的 导数 为 


f(r) 多 (er —e ™) 


全 这 个 模型 中 ,矫形 牙科 医生 感 兴 趣 的 是 政纪 的 长 度 . 根 据 曲 线 弧 
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长 的 订 算 公式 , 牙 志 的 长 度 二 
一 tte CPTd 
| ge a dr 


参数 on 品 通 过 基 些 澳 量 供 米 确定 . 
在 忆 为 a ,的 生 沈 下 ,上 的 积分 值 可 
用 数值 计算 软件 包 硬 计算 机 十 进行 
让 算 ， 图 86 上 棋 半 型 与 县 链 线 


参考 文献 : [36],p.152. 
87、 单 位 上 时间 内 的 侨 流 量 


将 血管 看 成 是 个 圆柱 形 的 管子 , 它 的 阅 戴 面 的 半径 为 
Rcny),; 管 中 的 血 流 平 行 于 血管 的 中 心 轴 .距离 中 心 轴 7 处 血 的 
流速 VR (参阅 例 130), 下 而 我 们 来 计算 单位 
天 癌 内 血管 中 的 而 流 最 Q (em jsec). 

解 : 将 上 述 血管 的 图 截面 分 成 许多 个 图 环 ,每 个 加 坏 的 宽度 
太 dr ,如 图 87 一 工 所 示 . 小 略 环 的 面积 近似 为 2rrdr. 一 : 秒 钟 内 通 
过 该 贺 环 的 血 流量 次 V2rrdr .把 一 秘 钟 内 通过 所 有 这 样 的 问心 
问 坏 |- 的 出 流量 机 加 , 风 得 ， 


R 
人 = 2 Vrdr 


ea CR’ rr dr 

_ TP,- | 2 上 二 下 

2 2 4 
np P,) 


go Rem face) 
- 146 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


用 后 -1 应 管 此 层 流 东 意 图 


此 式 被 称 作 泊 痕 叶 CPoiseuille) 公 成 

在 本 例 中 ,我 们 实际 要 算 的 是 曲线 

沿 得 管 的 中 心 线 旋转 而 成 的 旋转 性 的 

体积 ,如 图 37-2 所 上 收 .此 旋转 体 的 侍 程 

等 于 单位 时 间 内 通过 半径 为 民 的 租 管 
中 的 自流 量 . 


_ Pi~P:; — yp2 
0 ) ， ,二 元 是 
常数 ,不 妨 设 为 万, 则 VW=&(R* 一 yr)， 
aa 玫 87- 2 曲线 
打上 天 二 天 于 。 VRCR:-r?) 


| 语 克 轴 让 转 而 成 的 旋转 体 
此 旋转 体 的 体积 = 厂 TI 


二 4 
aR sR 
AP py) 

i 
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参考 文献 : 1461,p.400. 


38、 心脏 输出 量 的 测定 


小 二 起 成 为 -名 长 忠 离 游泳 项 日 的 运动 员 , 为 此 , 需 要 济 定 他 
的 心脏 答 分 钟 输出 的 血 晤 {简称 心脏 辖 出 量 ). 使 用 的 方法 为 “染色 
黎 科 法 ” ;程序 是 先 问 离心 脏 较 近 的 静脉 注射 一 定 鞭 芍 染 色 , 十 是 
染 芭 将 随 血 液 进 入 右 心 房 . 肺 内 血管 、 左 心房 .动脉 ,然后 从 动脉 中 
定期 取 血 样 { 如 和 鱼 隔 | 种 ,并 测定 血样 中 会 染色 的 祖 度 ,由 十 血 沪 
的 稳 术 ,染色 的 浓度 随时 间 1 {分 钟 ) 灾 北 , 从 而 可 测 得 -个 关于 : 
的 铺 数 Ci}(mgi1). 设 注射 前 染色 的 晤 为 D(mg), 试 求 ;小 工 的 
心脏 输出 是 RC/min). 

解 : 理解 “染色 稀释 法 "的 原理 ,必须 知道 在 小 时 间 区 间 [ 1，,: 
i di | 内 遂 过 取样 点 的 染 芭 量 等 十 浓度 Cz) 乘 心脏 输出 景 再 乘 
小 区 间 长 度 df ,并 CO R-di. 因 为 所 有 染色 量 最 终 要 经 过 取样 
夸 , 则 染色 总 量 应 等 于 各 小 的 时 间 区 间 内 通过 卡 样 点 染色 是 的 和 ， 
由 积分 的 定义 知 


I Hi 
D= | ? OC) Rd =R| Crrdi 
妇 心 


其 中 了 , 旺 全 部 染色 通过 取样 点 钓 夺 和 间 |. 
， 划 , 心 脏 输 出 最 为 
用 
可 
| ff dt 
思考 题 : 给 小 王 静 脉 注射 5.0mg 染色 ,用 - -监测 佼 测 量 每 

秒 钟 动脉 中 所 舍 染 色 的 浓度 .所 得 结 于 为 

0, O12 

ct)=1 
一 0.05f .22 +40), 2<1<20 


民 = 
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三 二 20 密 , 求 小 王 的 心脏 输出 量 (0.102Lis)， 
参考 文献 : [531],p.332 334. 


89、 竖 出 或 吸入 空气 的 速率 


当 你 旦 吸 时 ,你 呼出 或 吸 人 的 气流 的 速率 V(4)( 升 / 秒 ) 可 用 
-个 正六 曲 线 来 描述 ， 
V(r1)= Asin( 泪 ) 
其 中 时 间 纪 单 位 为 种) 从 基 痪 吸 气 开始 时 计算 起 ,4 是 最 太 的 乞 
流速 率 , 了 为 一 纵 星 肯 所 需 的 时 间 . 当 步 弦 曲 线 的 果 数 值 为 下 时 ， 
你 正在 琉 气 ;反之 ,你 正在 坪 气 .在 你 吸 气 的 某 个 时 间 段 [z ,ty ] 
上 ,曲线 y= V1) 与 := ,t=t, 及 上 轴 所 围 成 的 面积 就 是 你 在 
这 全 了 时 间 段 上 吸 和 人 空气 的 总 量 . 对 于 有 妊 气 出 有 类 做 结论 , 试 求 你 每 
次 吸 气 时 吸入 空气 的 总 量 及 每 小 时 豚 人 空气 的 总 量 


解 : 每 次 吸 气 < 所 用 时 间 为 坟 ， 由 vtz ) 的 周期 性 ， 只 需 考 虑 


[0 ， 已 2 ) 时 间 段 上 吸入 的 空气 总 量 即 可 .每 次 琵 气 时 吸 人 空气 益 吡 


开 
每 小 时 吸 人 空气 的 总 量 
= 每 次 吸 气 时 吸 人 空气 总 量 与 1 小 时 内 的 旦 吸 次 数 之 积 
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下 上 有 人 and 
开 i 
3 600A C1) 

入 


思考 题 : 由 小 :个 思 动 员 休 有 筷 时 的 城 大 气流 速率 A = 00. 30 
开 / 种 ， :次 呼吸 所 需 时 问 为 工 :8 秒 , 求 这 个 大 短歌 骨气 时 了 吸 人 
写 人 信和 及 每 小 H 轩 吸入 定 全 位 晤 (2.037L,916.71). 


参考 文献 : 153|,p.623- 624. 


90、 估 计 某 医院 在 某 时 间 内 的 就 医 人 数 


-家 新 的 乡村 精神 病 诊 所 刚 开 张 .对 癌 尖 门诊 部 的 统计 表明 ， 
总 有 一 部 分 病人 第 一 次 米 过 之 后 壕 要 来 此 治疗 , 如 时 现在 有 及 个 
首 人 第 一 殉 来 这 战 诊 , 则 :个 月 后 ,这 些 病 人 中 还 丰 :ff(1) 个 病 
大 还 在 此 消 疗 ,这 里 F(1) =e 税 , 现 说 这 个 诊所 最 开 录 时 接受 了 
300 人 的 治疗 ,并且 计划 从 现在 开始 每 月 接收 10 各 新 病人 , 试 个 
算 从 现在 开始 15 个 及 后 ,在 此 座 所 接受 治疗 的 病人 有 多 少 ? 
解 : 胰 然 f(15) 是 15 个 月 后 还 要 来 此 就 诊 的 病人 人 数 的 比 
全 系数 ,那么 在 开张 时 接受 的 300 人 中 有 3007015) 个 人 从 现在 开 
始 的 13 个 上 月 后 还 将 要 在 此 就 座 . 
为 了 计算 从 现在 开始 的 15 个 月 内 新 接受 的 病人 在 15 个 月 后 
还 在 此 鲍 诊 的 大 数 , 将 15 个 月 的 区 间 E10,151,; 分 为 #4 个 等 中 


为 Ai 的 小 区 间 , 今 1， 上 友 示 第 j 个 小 区 间 的 诺 喘 点 [22 ). 既然 每 
月 要 接收 10 名 新 病人 ,是 在 第 个 小 区 间 内 接收 的 新 病人 人 数 
为 10A1 ,十 是 10AtF(15 一 41) 个 病人 将 从 二 开始 ,15 一 2 个 月 后 
还 要 来 此 就 诊 . 所 以 从 现在 开始 15 个 月 后 新 接受 的 病人 还 要 再 次 
治疗 的 人 数 总 和 为 ， 

* TA 
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> 10F(13- 1 Ar 
所 以 令 中 为 开张 15 个 月 后 在 此 就 涂 病人 总 数 ; 
Pa=300f(15)+ > IOFCS -2A 
当 太 增 如, 取 概 腿 硬 可 得 六 
?= 300F(15)+ [| IOFCIS td 
国 为 (2)=e 和 ,所 以 
P = 300e + 10e- | er de 


= 27.34 
所 以 ,15 个 月 后 ,这 个 诊 上 所 将 要 接待 247 名 开 右 病人 . 


参考 文献 : [51],p.289-~291. 


91、 捕 和 鱼 成 本 的 计算 


芷 苦 塘 中 捕 角 时, 鱼 越 少 捕 鱼 越 困难 ,捕捞 的 成 本 也 就 戌 高 ， 
- 般 可 以 很 设 每 公 厂 鱼 的 捕 迭 成 本 与 当时 池塘 中 的 鱼 量 成 反比 . 


假 涤 当 鱼 坊 中 有 .x 公斤 鲁 时 ,每 公斤 a 


已 知 鱼 塘 中 现 有 位 10 000 公斤 , 问 从 鱼 直 中 捕 找 6000 公斤 鱼 


北 鹤 名 少 成 本 ? 
解 : 根据 题 意 , 当 雯 中 芋 基 为 时 , 捕 措 成 木 啊 数 为 
0 (x >0), 


很 设 堵 中 现 有 鱼 量 为 4 ,十 要 捕 找 的 角 量 为 下. 当 我 们 已 经 
捕捞 了 r 公斤 鱼 之 后 ,塘路 所 剩 的 鳃 晤 为 A -此 时 再 畏 纤 Ar 
公斤 便 所 需 的 成 本 为 

* 131 ， 
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二 2000 
AC= CAr=- mTA -AI 
因此 ,捕捞 了 公斤 鱼 所 需 成 本 为 


让 2 000 i 加 


_ I0+A  ，-- 
-2 000n 10+ (A { 克 ) 


将 已 知 数 据 4=tb000kg,T=6000kg 代入 ,可 计算 测 总 捕 措 成 


本 为 
ee 10 010 _ 
C=2 000in 3 p19 =1829.59( 元 》 
晰 便 品 忆 计 算 则 年 公斤 鱼 的 平 鬼 捕 措 戌 本 
= 1829.59 
C= ~ 人 0.30 元 


思考 题 : 分 别 就 鱼 塘 中 的 鱼 曙 为 5 000,2 000,1 000,500kg 
几 种 情况 ,计算 捕捞 10kg 鱼 的 捕捞 成 本 . 
( A=5000 时 C=4.00 元 
4A=2000 财 位 =9.98 元 
A=1000 时 =19.9 抱 
A=500 时 C=39.61 元 ) 


参考 文献 : [54]. 


92、 怎 梓 计 算 均 匀 货 币 流 的 价值 


将 A 元 现金 在 人 银行 ,年 条 率 接 -> 计算 , 若 以 连续 计 息 方式 
结算 ,* 年 后 的 存款 额 为 
ult})= Ae" 
| 因此 ,A 元 现金 丁 年 之 后 的 价值 是 Ae”' , 称 Ae” 为 A 元 现金 下 年 
之 后 葛 期 末 价 值 . 反 过 来 ,现在 的 A 元 现金 相当 于 工 年 之 前 把 
和 1532 二 和- 
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Ae "元 现金 存 人 人 银行 所 得 , 故 现 在 的 A 元 现金 下 年 前 的 价值 是 
Ae“”, 称 Ae “是 工 年 前 的 贴现 价值 . 

在 银 和 业务 中 有 一 种 * 均 名流" 存款 方式 一 一 使 货币 像 水 流 一 
样 以 定常 流星 a 源源 不 断 地 流 进 和 银行, 比如 商店 每 天 把 固定 数量 
的 背 业 额 疗 入 银行 ,就 类 似 填 这 种 广 式 . 

设 从 = 站 时 开始 以 均 介 流 方 式 向 银行 存款 ,年 流量 为 a 元 ， 
年 利率 为 (连续 计 恕 结算 ), 试 陪 工 年 之 后 在 银行 有 多少 存款 
(期 林 价 值 )?” 这 些 存 款 相 当 于 初始 时 的 针 少 元 现金 (贴现 价值 )? 

解 : 根据 连续 计 息 结算 方式 可 知 , 向 银行 大 人 A 元 ,下 年 之 
放 的 存款 额 为 Ae”. 

现 对 坪 习 货币 流 采 用 微 元 法 计算 ， 

在 [2,7 + Afj 内 向 银行 存 信 aaAr 元 ,了 年 后 这 些 存 款 的 存 期 
是 本 一 + ,相应 的 存款 额 变 为 


aAte TT 0 一 erT NN 
因此 ,全 年 后 均匀 货币 流 的 总 存款 和 额 为 
二 ae [ee 
Ss (a) (1) 
这 就 是 均匀 货币 流 药 期 未 价值 
这 下 元 现金 相当 于 初始 时 的 Fe “元, 故 
P= Fe Ts el {2) 
这 就 是 均 呆 货币 流 的 贴现 价值 . 


思考 题 : 航 通 公司 一 次 投资 100 万 元 建造 一 条 生产 流水 线 ， 
并 于 - -年 后 建成 投产 ,开始 取得 经 济 效益 . 设 流水 线 的 收益 是 均匀 
货币 流 ,年 流量 为 30 万 元 .已 知 银行 年 利率 为 10% , 问 多 少年 后 
该 公司 可 以 收回 投资 ? 
提示: 设 z+i 年 后 可 以 收回 投资 ,此 时 流水 线 共 运行 了 x 
年 , 依 公式 (1) 可 计算 出 x 年 中 流水 线 的 总 效益 为 
"1533 > 
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A(z)=2(e" -D= 交 (e" -1) (万 元 ) 
这 ACr) 万 元 壮 x 1 1 年 之 前 ( 即 并 始 找 资 时 ) 的 价值 为 
po i ee 01 


=300e "1 一 e 7) 【万 元 ) 
因此 , 当 B{r)=100 力 元 时 恰好 收 同 投 资 . 即 
300e i ee)=100 
解 方 程 ,得 
z=10m so1~4.6 年 


所 以 ,5.6 年 后 该 公司 可 以 收回 全 部 投资 ， 
参考 文献 : |70|. 


93、 最 大 利润 问题 


在 例 19 中 ,我 们 曾 介 绍 过 边际 经 济 量 这 个 经 济 学 中 的 重要 要 
念 ,比如 ,边际 成 本 MC .边际 收益 MMR, 它们 分 别 表示 总 成 本 C= 
Ct2)、 筷 收 益 尺 = 只 (9) 对 产量 (销售 基 )9 的 导数 .现在 的 问题 
是 ,如 洒 已 知 边 际 收 益 MER、 边际 成 本 MC .所 定 成 本 Co 及 获得 最 
大 利润 的 生产 水 平 g ,如 何 求 最 大 利润 ?下面 就 米 计 论 它 . 

分 析 : “- 般 说 来 ,边际 利润 {MR 一 MC) 是 产 出 量 g 的 果 
数 , 而 边际 利润 的 积累 自然 就 是 总 利润 .这样 , 最 大 利润 就 可 视 为 
不 均匀 地 分 布 在 产 出 区 同 10,s,] 上 的 一 个 确定 的 量 , 因 伤 这 是 个 
定 积分 问题 .我们 用 "元 素 法 "来 推导 它 . 

在 区 间 [0,9oj] 上 任 选 . -个 小 的 产量 区 问 [g ,9 +dg], 在 产量 
由 9 增 到 g + dg 这 一 段 生 产 过 程 中 ,所 获 利润 的 微 元 是 

dL = (MR — MC )dog 
+ 154 - 
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在 L0,9o] 上 将 这 些 * 徽 利润 无 限 相 加 ,就 得 
1 = 上 (CMR — MC )dg 


这 是 最 大 毛利 润 ,为 了 得 到 最 大 净利 润 ,需要 从 毛利 润 中 扣除 固定 
成 本 ,因而 计算 最 大 净利 润 的 公式 是 


Ls= °° (MR- MC)dg -6, (1) 

下 耐看 一 个 实例 . 

例 1 疫 和 后 产 某 种 产品 的 辐 定 成 本 为 50, 边 际 成 本 和 边际 收 
益 分 别 为 

MC=g*—14g+111,MR=100-2¢g 
试 确 定 厂 商 的 最 大 利润 ， 

解 : 先 要 确定 获得 最 大 利润 的 产量 是 多 少 . 因 利 润 晒 数 
L(g)= R(g) 一 Clgq), 故 得 极 值 存在 的 必要 条 件 为 只 (oa) = 
C {9g), 即 MR = MC ,水 即 

100—249=g°—1i4g+111 
整理 ,得 gq —12¢+11=0 
解 此 方程 ,得 qi™l1,g;=11 
艾 , 本 问题 中 极 值 存 在 的 充分 条 性 为 


MMR - MC) -0 即 dCMR)。dCMC) 
dg dg dg 


dMR)_ _, dMC)_ 


珊 和 一 2o 一 14 

g dq 
显然 ,gs = 二 11 才 满 足 此 充分 条 件 , 即 获得 最 大 利润 的 产量 为 yn 一 
11. 


将 go 二 11 及 已 知 的 MC AR .Cu 代 人 公式 (1) ,得 最 大 净利 
润 为 


11 
Le= | [Cl00-29)-(o2- 14g +111)]dg -50 
.155 。 
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S| (~ +12g -11)dg -50=43 —50 


二 1 


下 
在 图 93 中 , EDB 面积 与 AEF 面积 之 差 是 最 大 毛利 润 和 ， 


图 93 最 天 毛利 筒 为 EDB 面积 与 AEF 面积 之 差 
参考 文献 : [81],p.339~341;[7],p.191~195. 


94、 消 费 者 剩余 与 生产 者 剩余 问题 


“需求 是 指 在 -定价 格 条 件 下 ,消费 者 愿意 购买 并 有 旦 有 支付 
能 力 购 尖 的 商品 量 . 
消费 者 对 某 种 商品 的 需求 是 多 种 因素 决定 的 ,其 中 商品 的 价 


格 是 影响 需求 的 一 个 主要 因素 .现在 我 们 不 考虑 价格 岂 外 的 其 它 
因素 (把 诸如 消费 者 收入 的 增 减 ,其 它 代 用 品 的 价格 等 因素 对 需求 
的 影响 看 作 不 变 ), 只 研究 需求 与 价格 的 关系 (在 例 23 中 我 们 已 经 
知道 , 否 用 PP 表示 商 申 价格 ,QQ 表示 需求 量 , 则 QQ@ = fC(P) 就 吕 酸 


击 求 函数 ). 
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一 艇 说 来 ,商品 价格 低 ,需求 就 大 ;上 反之 ,商品 价格 高 , 寡 求 就 
小 .因此 入 = FIP) 基 单调 践 丽 数 . 

因 @@= 7(P) 单 调 减 少 ,所 以 存在 反 函 数 P=f"'(Q), 也 称 为 
需求 函数 . 它 表 示 一 种 产品 能 够 出 售 的 单价 与 以 这 种 价格 出 上 仿 的 
产 上 意 数 其 间 的 关系 .一 般 说 来 , 根 要 出 上 售 的 产品 越 多 ,价格 就 应 越 
低 . 

一 个 典型 的 需求 消 数 如 图 94 一 1 所 示 ( 为 方便 计 , 我 们 记 P= 
(人 @Q) 为 P= P(Q)), 其 上 有 -一个 点 Q,, ,在 此 点 处 需求 已 完全 
满足 ,产品 不 再 卖 得 出 去 .类似 地 ,有 一 个 P,,, ,在 这 个 价格 之 上 
产品 无 人 购买 . 

在 典型 的 市 场 情 滨 下 .价格 并 不 
随时 受 青 求 影响 ,而 是 在 一 段 时 间 之 
内 保持 不 变 . 记 这 个 固定 价 材 为 PP 
{ 见 图 94 ~- 1). 如 图 , 取 一 个 小 区 间 
[Qi 1;Q;] ,如果 需 求 是 QQ ,那么 根 
据 需 求 玛 数 ,价格 应 该 是 P(Q,). 而 
实际 价格 是 P, 于 是 消费 者 每 购物 一 
件 省 钱 [P(Q;) -Pl. 如 果 购 物 AQ 


i Oe 图 94 一 1 需求 是 数 与 消费 
件 , 那 么 共 省 钱 [P(Q;) - 互 ]AQ . 现 者 剩余 图 


在 把 这 些 策 形 “加 起 来 ” ,得 到 由 曲线 


二 P(tQ),Q=0,P=P 所 围 成 的 而 
积 . 即 图 94 一 1 中 那个 曲 边 三 角形 的 而 积 .我 们 定义 这 个 量 为 * 消 
竟 者 剩余 ”, 记 为 UU... 即 
En] 
Ue. = | [PCQ}) -PldQ (1) 

这 里 Q 由 P= P(Q) 得 到 , 自 日 >0. 

例 1 设 某 产品 的 需求 函数 是 P=30 -0.2VO. 如果 价格 
同 定 在 每 件 10 元 , 坛 计算 消费 者 剩余 . 


“1137 。 
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解 : 为 计算 ,和 完 求 出 对 应 于 P=10 的 忆 值 , 令 30- 
0.2 YQ=10, 得 Q=10 000. 丁 是 
10 on 
Ui = | 1(30-0.2vQ)-10]jdQ 
= (208 a | 一 06666.67( 元) 
“供给 是 指 在 :定价 格 条 件 卜 , 牛 产 者 愿意 出 上 售 并 且 有 可 供 
出 侍 的 商品 量 . 
供给 也 足 由 多 种 因素 淡定 的 .我 们 售 略 去 价格 以 外 的 其 它 贞 
素 , 愉 过 论 供 给 与 价格 的 关系 . 
设 $ 表示 商品 价格 ,名 表示 供给 量 , 则 有 
Q= pop(S) 
称 为 供给 星 数 . 
- 般 说 来 ,商品 价格 低 , 生 产 者 就 不 愿 生产 ,因而 供给 就 少 ; 反 
之 ,商品 价格 高 ,供给 就 允 . 因 此 ,一 般 供 给 郴 数 为 单调 增 蚂 数 . 因 
为 掉 = p(S) 单 调 增加 ,所 以 有 上 反 函 数 S=w!'(Q@), 也 称 为 供给 
明 数 .图 94 一 2 是 -- 个 供给 函数 的 图 象 ,这 里 $=p '(Q) 用 S= 
S(Q@) 记 之 .其 S。 表 示 生 产 者 认为 可 以 接受 的 最 抵 售 价 , 它 与 生 
产 者 的 固定 成 本 或 管理 费 有 关 . 如 果 该 产品 以 每 件 S$ 元 的 价格 卖 
出 ,上 且 本 > S ;那么 开始 时 生产 者 赚 的 钱 比 他 希望 的 要 多 . 这 多 
出 来 的 数 ( 至 少 在 纸 面 上 ) 叫 机“ 生产 者 莘 余 .图 94 一 2 中 阴影 部 
分 的 面积 就 代表 这 个 量 , 记 为 U's; 
与 公式 (1) 的 推导 类 似 , 生 产 者 剩余 Ui 的 计算 公式 为 
U,= | [3. Ss(Q)ldQ (2) 


其 中 驴 由 S=S(Q) 解 出 ,用 名 >0. 
例 2 设 SGCQ)=250+3Q+0.01Q ,如 打 产 品 的 单价 为 
425 元 , 试 计算 牛 产 者 剩余 . 
解 : 现 S=425, 由 425=250+3Q+0.01Q? 得 一 正解 总 = 
- 158 
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图 94-3 在 Qo 处 
殿 需 双方 受益 相同 


5S0 , 让 
人 | [425- (250+3OD+0.01Qzy1dO 


= 国 (175 -3Q -0.01Q7)dQ =4583.33( 元 ) 
下 面 把 壳 求 和 傣 给 这 两 个 概念 放 在 一 起 研究 .我 们 定 必 供求 
柑 等 时 的 价格 为 “纯粹 竞争 价格 ", 记 为 Po.- -个 典型 的 情况 画 于 
网 94 -3 中 ,在 该 图 中 ,可 以 看 到 在 纯粹 竞争 系统 中 存在 - -个 生产 
水 平 { 记 为 和 Qu) ,在 该 水 平 处 供求 双方 受益 相等 . 
当 PP 时 ,如 图 94 一 4 中 的 P| 处 ,此 时 消费 者 希望 购买 的 
- 159 、 
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商 名 量 为 Q@, ,而 生产 者 蒜 意 出 卖 的 商品 量 为 Q: ,Qs < Qn 市场 
上 上 出现 “供不应求 , 商 遇 短缺 ,会 用 成 抢购 , 昧 市 等 情况 . 这 种 情况 
不 会 持久 ,必然 守 致 价格 上 涨 ,P 增 大 . 


图 94 一 5 也 六 Po 时 “和 供 过 ] 求 ” 


(图 94--4 与 94-5 中 的 DD,S 分 别 表示 需求 和 供给 向 线 ) 

当 忆 >Po 时 ,如 图 94 一 5 中 的 PP 处 ,此 时 外, 过 已 。 ,市 场 上 | 
出现 “供过于求 ,商品 滞销 .这 种 状况 也 不 会 持久 ,必然 导致 价格 
下 跌 , 放 减 小 . 

已 之 ,市 场 上 的 商品 价格 将 围绕 纯粹 竞争 价格 返 动 . 
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参考 文献 : [1], 好 ,p.214,p.274 一 276;[71,p.199 一 202; 
[9],p.35 一 38,p.169 一 171. 


95、 最 佳 停 产 时 间 问 题 


某 公 司 投资 2 000 万 元 建成 一 条 生产 线 , 投 产后 ,在 时 刻 1 的 
所 加 成 本 和 追加 收益 分 别 为 G(:)=5+21( 百 万 元 /年 ), $B(1) = 
17 一 二 ( 自 万 元 /年 ). 试 确定 该 生产 线 在 何 时 停产 可 获得 最 大 利 
润 ? 最 大 利润 是 多 少 ? 

解 : 在 这 里 ,追加 成 本 就 是 总 成 本 对 时 间 上 的 变化 率 , 追 如 
收益 就 是 总 收益 对 时 间 # 的 变化 率 ,而 B(z)-G(z) 是 追加 利润， 
即 利 润 对 时 间 z 的 变化 率 . 


显然 ， ee (2£)=<4 了 +>0)， pz) 是 减 函数 


(m (ez)= -也 :二 <0]. 这 意味 着 生产 费用 逐年 在 增加 ,而 所 得 


收益 在 逐年 减 小 .发 展 下 去 必 有 某 一 时 刻 , 费用 与 收益 持平 ,过 了 
这 一 时 刻 , 费 用 大 于 收益 ,再 生产 就 亏本 了 , 故 应 停产 .我 们 的 任务 
就 是 确定 最 佳 停产 时 间 , 并 求 出 所 能 获得 的 最 大 利 泪 . 
如 图 95 ,该 生产 线 所 能 获得 的 最 大 毛利 润 应 是 曲 边 三 角形 
4BC 而 积 的 数额 ， 
这 里 , 极 值 存在 的 必要 条 人 性 是 
P(t)= G(r) 


即 17— /$=5+273 
解 之 得 一 8 
显然 6 (8)= -和 .840 
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所 以 B'(8)-G (8)=(8(1) 6 
C20) a<0 ls 
故 生产 线 在 投产 8 年 时 可 获 最 大利 
润 , 其 值 是 


名 
Lg = | [p02) — Gr) ld 20 


G— 3+ 2 
下 
场 一 17 一 了 3 


8 2 
= | (12 313)d: -20 
让 


= (2-3) -200 A 
看 
-38.4 一 20=18.4( 百 万 元 ) 图 95 最 佳 停产 时 间 是 

好 最 大 利润 是 1840 万 瑟 . 在 投产 8 年 时 


参考 文献 ; [8],p. 344 一 345. 


96、 商 品 的 贮存 费 种 多 少 


一 零 信 商 收 到 一 船 共 10 000 公斤 大 米 , 这 批 大 米 以 常量 每 月 
2 000 公 斤 运 走 , 要 用 5 个 月 时 间 . 如 果 贮 存 费 是 每 月 每 公斤 0.01 
风 ,5 个 月 之 后 这 位 零售 商 需 支付 贮存 费 多 少 元 ? 
解 : 令 包 人 ) 表 示 上 个 月 后 贮存 大 米 的 公斤 数 , 则 
QF) =10 000-2 000: 
将 区 间 bsszss5s 分 为 n 个 等 距 的 小 区 间 , 并 且 令 + 表示 第 j 
个 小 区 间 的 左 端点 . 
在 第 7 个 小 区 间 中 ,每 公斤 贮存 费用 等 于 每 月 每 公斤 巡 存 费 
用 与 月 数 之 积 , 于 是 
每 公斤 贮存 费用 =0.0t1Ar 
叮 志 个 月 后 贮存 的 会 帮 数 为 已 () ,因此 
第 7 小 区 间 的 贮 仓 费 =:0.01Q( A 
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所 以 ， 
总 屿 存 费 > ,0.01Q(r At 
1--1 
当 无 限 增加 时 ,由 定 积分 定义 可 知 
总 贮存 费 = | 0.01Q(z)d， 
避 
| 0.01 x (C10 000—2 DO0 jdr 
蜂 


二 250{ 元 ) 
参考 文献 : |1511,p.281 ~-282. 


97、 可 否 判 定 汽车 起 动 和 刹车 时 的 加 速度 
和 减速 度 


一 部 汽车 从 静止 开始 , 河 -- 条 直路 在 革 分 钟 肉 驶 过 1 196 米 
就 停 下 来 . 若 该 车 的 调 速 器 可 以 防止 速 庶 达 到 每 秒 20 米 ,求证 在 
行驶 的 某 企 时 刻 ,该 车 的 加 速度 或 碱 速度 至 少 有 100mjs . 

证 : 用 反 证 法 ,假设 在 行 骤 的 任 一 时 刻 该 车 的 加 速度 或 减速 
度 都 不 足 100mys , 即 对 十 所 有 :EL0.60], 有 摧 速 度 (zt) 满 足 : 

[ost00(ms) 
于 是 ,对 于 所 有 :E [0.60], 有 
zt)<100 (1) 
日 —v (2) <100 (2) 
叉 由 己 知 有 
v0)=0= v60) 
于 是 对 十 所 有 :€[0,60], 册 (1) 式 可 得 . 


i | vy (1) di< | 100dr = 100; (3) 


由 (2) 式 可 得 : 
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vit)= [ — ov (rd [ 100dz = 100(60— 1:) (4) 
及 由 已 知 可 得 ,对 于 所 有 1: E[0,60] ,速度 ft) 满 起 ， 
Dvu{t) <20(m/s ) (5) 
而 由 十 vw(2) 满 中 不等式 (3)、{4}、{5), 所 以 对 于 所 有 :EE[0， 
60] ,有 
vl) min{100,100060 — 1),20| 
对 圭 忒 两 了 边 同 时 求 积分 ,得 
| 1 < 全 minfto0r ,100060— 1),20idz (6) 
而 者 边 委 分 式 子 可 算得 


Rh 
| min{1007 ,100(60— 1),204dz 
和 


丫 立 一 0.,2 i 
-| 100¢de + | 20dz + | 100:(60 ~ 2)qz 
习 [1 一 0.,2 
=] 196(m) 
头巾 已 知 可 知 , 以 速度 oft) 在 1 分 钟 走 过 1 196 米 , 即 
[ vr)dt=1 196m 


这 就 与 [6) 式 闻 盾 ,所 以 原 命 囊 成 立 . 
参考 文献 : [39j,p.401--405 


98、 区 间 内 平均 温度 可 由 两 个 固定 时 刻 
的 平均 温度 决定 


没 一 物体 的 温度 P(1) 可 由 三 次 多 项 忒 给 出 ,其 中 为 时 间 变 

量 . 试 证 这 物体 在 上 千 9:00 至 下 午 3:00 之 间 的 平均 温度 ,总 是 能 

由 取 两 个 固定 时 刻 的 温度 的 平均 值 来 求 得 ,而 不 依赖 于 上 上 而 的 多 

项 式 . 并 证 时 :这 两 个 时 刻 ( 精 确 到 分 钟 ) 是 小 午 10:16 与 下 年 
四 了 站 二 四 
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1 :44. 
和 解 : 没 温 度 Prz)=at ?++ci+t+d. 


令 等 式 元 Ppl)dt=4 [Pa) + P(#2)] (1) 


上 成立. 等 武 左边 为 以 12:00 为 中 心 , 一 了 时刻 与 时 刻 之 间 的 平 
均 沁 度 ;等 式 右边 为 在 t,t; 人 | 一 下 ,全 ] 两 个 时 刻 的 平均 温度 . 即 


人 
7 | ats + bt? + et + d)dt =3 (ar 下 
十 


1 1 1 
即 3 计 | a 十 可 8 + Fc +d]| a 六 a 二 引 )+ 方 b( 


ta) + ti) tad 

即 Lore+d= Lacta)+ Lorm)rd 

p 36 十 三 到 2 有 十 起 )+ 记 机 (有 二 到) 十 可 cf 乓 十 弛 ) 十 吉 

于 a( 续 + 二 ) 二 6 (+ 全 2- 本 天 ] + 去 c +t2)=0 (2) 
2 1 之 1 3 3c fl fC 


于 是 ,者 (1) 式 对 所 有 的 忆 () 都 成 立 ,等 价 于 {2) 式 对 于 任 给 的 a、 
pe 都 成 立 , 于 是 有 


2 


有 
tt; 
0 


解 得 上 := 土 TH3 时 ,对 于 任何 a .65、c、d 的 值 ,(2) 式 都 成 立 . 现 
在 工 为 3 小 时 ,所 以 THN3==l 小 时 43 分 55 秒 ,ti 和 ,为 正午 前 
后 1 小 时 44 分 , 即 这 两 个 时 刻 是 上 午 10:16 和 下 午 1:44. 
注 : 此 题 正 是 使 用 了 多项式 的 特点 来 解 题 . 此 题 可 进步 考 
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虑 , 当 冰 数 为 二 次 多 硕 式 时 ,此 题 可 得 到 相同 的 结论 .而 对 于 王 ( 
为 衣 于 四 次 (包括 四 次 ) 过 项 式 , 此 题 无 解 . 但 对 于 Pt) 为 零 钦 和 
次 多 项 式 时 ,此 问题 却 有 元 穷 名 解 , 即 任何 两 个 时 刻 的 温度 的 平 
均值 都 满足 此 题 的 结论 . 


参考 文献 : [59],p.401 -404. 
29、 高 速 公路 出 口 处 车辆 平均 行驶 速度 


某 会 路 管理 处 在 城市 高 速 公 路 出 口 处 ,记录 了 几 个 星期 内 平 
均 咎 辆 行驶 速度 .数据 统计 表明 ,一 个 普通 寺 作 上 中 的 下 午 1:00 
全 6:00 之 间 , 此 口 在 上 时 刻 的 平均 车 辆 行驶 速度 为 
s(t)=21  —21r? +60t +t 40(km/h) 
左右 , 试 计算 下 午 1:00 至 6:00 内 的 平均 车 辆 行驶 速度 ? 
解 : 一般 地 ,连续 函数 f(z) 在 区 间 [a ,51 上 的 平均 值 ,等 于 
因数 fz) 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积分 除 以 区 间 [ a ,5] 的 长 度 一 


此 题 月 的 是 求 函 数 ;(z) 在 区 间 [1,6] 内 的 平均 值 . 
平均 车 辆 行驶 速度 = 5 上 [| *(z)d: 


=s (C27 —217” + 00 + 40)dr 


0 + 307° +402)| 


78. 5( kmih) 


参考 文献 : 151],p.284 一 285. 


”JT66 。 
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100、 根 据 二 维 切 片 佑 计 组 织 中 小 颗粒 的 数目 


在 研究 组 织 内 部 的 构造 中 ,有 时 需要 和 帖 计 含 在 组 织 中 某 种 成 
份 的 体积 ,这 些 成 分 是 随机 地 包含 在 组 织 中 ,当然 “随机 "这 个 词 也 
很 不 好 定义 , 它 的 意思 就 是 说 某 种 化 学 成 分 在 组 织 中 的 分 布 是 无 
规则 的 ,但 又 不 是 聚集 成 团 的 .图 100 说 明了 这 种 情况. 

组 织 可 以 通过 它 的 切片 来 研究 .组 织 切 片 比 几 个 微米 (10 
m) 还 要 薄 , 这 样 -个 切片 可 以 作为 来 自 于 三 维 物体 的 二 维 样品 ， 
那么 就 提出 这 样 的 问题 :组 织 成 分 能 够 从 切片 中 估计 出 来 鸣 ? 

解 : 按照 Weibel 所 给 出 的 一 种 表示 法 ; 设 体 积 为 Y=L 的 
立方 体 包含 有 各 种 形状 的 且 上 共有 均匀 大 小 的 颗粒 ,它们 并 不 聚集 
成 团 , 所 有 小 盯 粒 的 体积 为 vu< 之 VV, 上 凤 

v=p*V (p<1) (1» 

我 们 的 目的 是 通过 观察 切片 周 计 比率 p. 正 如 在 图 100 中 所 
水 ,使 立方 体 的 一 个 面 与 D,, 平 面相 重合 , 另 -个 面 与 〇 .重合 ,第 
三 个 面 与 ,重合 . 

考虑 一 个 平行 于 〇 ,平面 的 薄 切 片 ( 厚 为 dz), 它 的 体积 是 
dyV= 荆 dr. 在 这 个 切片 上 , 设 

可 中 二 n(xr)"dV = n(xz)}L’ dz (2) 
表示 小 颗粒 部 分 所 上 的 体积 ,比率 n(xz) 依 环 于 切片 所 切 的 位 置 
.引进 平均 比率 


了 = 了 | 7(r)dx (3) 


几 (2) 式 加 得 .w= | d= 上 ntr)Lidr=L? [ n(x dx 


由 (3) 式 可 得 v=L’-L'"n 
与 (1) 式 相 比 较 , 可 得 :p= (4) 
换 句 话说， -个 组 织 成 分 的 二 维 比率 等 于 二 维 平均 比率 ,这 个 
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定律 是 Delesse 在 1842 年 发 现 的 . 


图 100 组 织 中 前 小 矣 粒 


参考 文献 : [41],p.223 一 225， 


101、 半 球面 电极 的 接地 电阻 问题 


如 图 101 所 示 ,半径 为 ro 的 半球 形 电 极 埋 入 地 下 ,半球 的 大 
圆 面 恰好 与 地 表 重 合 . 设 大 地 的 电阻 率 为 p, 并 假定 名 半球 面 流 出 
的 电流 均 实 地 流 经 大 地 散 开 至 无 穷 远 好 , 试 求 半 球面 电 横 的 接地 
电阻 . 
解 : 我 们 知道 ,长 为 了 ,截面 积 
为 ;的 粹 ,其 电阻 尺 为 
R=p 
这 是 一 个 有 限量 的 关系 式 { 其 中 p 为 
棱 的 电阻 率 ), 当 长 度 /缩小 到 线 元 
时 ,用 di 表示 之 .此 时 相应 于 di 长 
的 电阻 也 很 小 ,用 dR 表示 .从 面 有 微 


图 101 特 半 球 拱 电极 
埋 人 地 下 
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分 关系 式 
dR=p (1) 


取 图 101 所 示 的 薄 半 球 壳 为 导体 元 ,其 面积 为 ;= 2rr ,由 
(1) 成 得 导体 元 电阻 
I =p 
欲求 天 地 的 电阻 尺 , 只 要 把 构成 天 地 的 种 导体 元 的 电阻 都 相 加 起 
来 即 可 ,这 就 要 求 变量 > 从 ro 变 到 oo ,二 是 
RR = 二 -|(- -| 


2 mm ri 2x 六 


ee 


5 


一 书 


2mrg 


为 大 地 电阻 , 即 半 球面 电极 的 接地 电阻 . 
参考 文献 : [13],p.109 一 110. 
102、 飞 出 火星 去 


火星 的 直径 是 6860 于 米 ,其 表面 的 重力 加 速度 是 
3.92 米 /种 * , 若 在 火星 土 发 射 一 校 火 箭 ,试问 要 用 怎样 的 初速 度 才 
能 摆脱 火星 的 引力 ? 

解 : 设 火 星 的 半径 为 民 , 质 量 为 M ,火箭 的 质量 为 vw. 根据 
万 有 引力 定律 , 当 火 第 离开 火星 表面 踊 离 为 x 时 , 它 所 受 火 星 的 
引力 为 
kf 

/CRIzY 

当 = 人 0 时 ,f= mg, 因 而 AMT= Rg 


所 以 _ Rem 
| 7 (RILY 
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当 安 再 上 和 开 虹 离 dz 时 , 它 的 位 能 便 增 加 I 
i LI 
W = fd.r = ER Ee 1 dr 
这 就 是 功 “ 元 素 ”. 所 以 火箭 自 火 显 表 而 r+ =0 达到 a 
高 度 时 ， ey 总 共 为 
| | 
w= | [人 dz z=Rzem[ 雯 - ee 


。 hh 一 中村 , W 一 Rgm .所 以 初速 vo 必须 使 

动能 MRPRem .火箭 才能 脱离 火星 引力 .由 此 得 
图 102 在 点 

wow 2g8R ,而 gg 二 392cmfs ,RR 二 3 430x105cm, 故 星 上 发 射 火箭 

vov 2xX 392X3 430 X10° a5., 186(km/s) 

注 : 众所周知 ,脱离 地 球 引 力 所 需 要 的 速度 为 11.2kmjs, 由 
此 看 米 ,如果 人 类 有 一 天 能 在 火星 上 居住 ,那么 从 火星 上 上 和 潍 宇 宙 飞 
船 去 太空 赣 游 应 当 要 比 从 地 球 上 飞 去 容易 得 多 ， 


参考 文献 : [1],p.283;[18],p.232 一 235. 


103、 你 知道 物体 的 辐射 能 与 温度 之 间 的 关系 四 


一 般 物 体 只 要 绝对 温度 本 是 堆 订 都 会 发 出 辐射 能 . 设 某 物体 
单位 面积 的 辐射 能 ( 即 辐射 强度 ) 为 e, 这 个 值 随 波 长 的 林 同 而 恋 
化 .现在 来 求 黑体 的 辐射 能 e 与 绝对 温度 丁 之 间 的 关系 . 

解 : 设 黑 体 在 波长 [4 ,4 + dA] 上 的 辐射 强度 为 ,辐射 能 为 
de ,由 普 朗 克 (Plank) 定 律 知 


de = er dA (1) 
入 总 
其 中 和 EY 
C 1 | 


式 中 的 ,es 为 常数 , 丁 为 绝对 温度 . 
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根据 普遍 克 定 律 ,用 避 对 波长 作 图 ,从 (2) 容 易 看 到 A 一 0 
时 ,ex 一 0. 当 4 值 增 天 , 则 马 也 增 大 ,在 基 :固有 波长 4。 时 达到 
它 的 最 天 值 , 然 后 又 随 人 的 增加 而 减 小 , 当 41 一 +ce 时 ,人 一 个. 由 
《起 看 出 , 骨 线 4 人 2) 与 入 轴 上 斯 围 成 的 罕 积 , 表 林 该 渴 庆 工 和 下 的 总 
箱 射 远 度 忆 ,部 


十 A 
e 一 | edA— hn [由 
5 | 5 e- 和 了 
由 十 | = | nr dA 
所 以 


tm A Te 了 


设 1 = 上, 则 林芝 二 - 二 蚊 - 又 二 人 时 ,A4 = 二 二 co, 二 十 oo 时， 


A=0. 
所 以 得 
a 0 2 Fo i -cdaT 
EE ~“™ a 一 ad | 1 一 cd {3) 
位 上 式 右 端的 被 积 函 数 的 原 薄 数 不 能 用 要 等 函数 表示 , 现 用 
苦 级 数 展开 求 其 积分 . 
由 于 


(1 一 z)-! = yz , 收 伊 域 是 |xz| <1 
Th 一 也 
现 设 x =e 7, 所 以 有 


“Se (4) 


由 于 对 所 有 工交 0, 均 让 0<e- 庆 之 1, 所 以 级 数 (4} 对 于 工交 >0 均 收 


侣 .将 (4) 式 代 人 (3 引 ) 式 ,得 
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| 
ME 
= 
宫 
一 一 一 
i 
帅 


| (5) 


1 | z?e wdz | 其 中 PT = 2 | 


a 6 一 mr ey 6 
=-_ 6e _6 
ni 性 ni 
. _ Hc 
由 十 m=, 
所 以 .a (6) 
mm nc) 
将 (6) 式 代 估 (5) 式 , 得 
oaTl_ bar Ss 1 
~ 和 2 {ey ne cy) 和 ns 《7) 


四 
(7) 式 右 端 的 值 >， 三 = 中, 可 由 数学 手册 查 得 .也 可 推导 如 下 : 
m=1 严 
由 于 y= (x 一 2x》 在 [0,2x] 中 的 优 里 叶 级 数 展开 式 为 
-和 -48 2 eos nn 
当 z=0 时 ,y= 二 0 代 人 上 式 , 得 
Sm 一 1 
0=71s 4 名 > i 


"72 : 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


所 以 > 点 = 
将 这 个 值 代 人 (7) 式 ,得 
-i . 友 =a7 (8) 
其 中 a 一 ,这 是 一 个 由 确定 的 常数 ci ,cs 定 出 的 常数 . 


公式 (8) 就 是 著名 的 斯 蒂 劳 一 波 尔 兹 曾 (Stefan 一 Boltzaman) 定 
律 . 这 个 会 式 在 计算 辆 射 传 热 上 具有 重要 意义 ， 
- 般 物 位 的 表面 所 具有 的 辐射 强度 e 要 比 黑 体 的 辐射 强度 
小 . 即 有 


el 
ee 


这 里 的 e 是 与 波长 相对 应 的 特性 ,s 随 4 的 变化 而 变化 . 

如 果 在 整个 波长 范围 内 ,有 ee = 常数 ,那么 就 称 该 物体 为 页 
恒 .大 多 数 工 业 材 料 均 可 认为 是 其 迟 ,这 时 我 们 称 < 为 导 度 . 

对 于 真实 物 导 表 而 间 的 回 射 强度 ,斯 带 人 戎 一 波 尔 兹 曼 方 程 ,可 
作 妇 下 恬 正 : 


e= ael™ 
参考 文献 : 133].p.376 一 379. 
104、 你 知道 质点 滑落 所 需 时 间 最 少 的 路 线 吗 


求 在 竖 直 面 ( 取 竖 直 向 下 方向 为 y 轴 }) 内 的 两 点 A{0,0),B 
(zi ,yi) 之 间 , 质 点 仅 受 重力 作用 的 情况 下 由 A 滑落 所 需 时 间 最 
少 的 路 线 ， 
解 : 由 机 械 能 守恒 定律 知 mgy = 方 mv?, 故 质点 运动 速度 . 
为 
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a 
因 人 工 为 


加 下 vlt(ly 7 BE 
| a | a -7 |， 
现在 要 从 形 如 r=| (vy,y)dr 的 式 子 中 求 出 曲线 
3- w(x ), 使 得 了 最 小 .显然 ,这 个 问题 与 例 157 类 航 , 也 基 一 个 
江 也 极 慎 问题 ,可 用 倒 157 的 方法 解决 (参看 p.278), 由 于 Fly， 
y ) 不 是 售 x, 浆 
oF 4 ty 和 、 
oy 2 Vy J 72 
所 以 所 法 的 yy= yzr) 必 须 满足 例 157 中 的 欧 拉 方 程 (3), 即 
TH+fy) 3 IF | 
Vy oy vi +(y) 


Pye 将 五 一 


代入 小 欧 拉 方程 , 则 得 
人 2 


vy[1l+(y )] 
两 过 周 乘 以 w yl1+ {y)’] ,化 简 得 
1 加 
w yll+(y )] 


两 端 平方 ,并 令 = 二 ， 得 
wll+ty |S 
a 六 = (1) 
下 面 求解 (1 .为 了 使 解 函数 的 形式 更 为 简单 ,可 用 参数 方程 表示 . 
为 此 令 (1) 式 右 背 为 ctg 总, 即 全 二 一 ct 隐 , 于 是 
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心 


Ct 
二 ] 二 cig 一 
1 CIE 3 


y= csin ( j= — cos 0) 


dy = sin dd8 = ec sin 5 COS $d 


es 8 
cisin FT 用 允 


由 方程 (1)， 得 dz =_ 中 一 a sin Sd0 


clE , cos 本 
= clsit 号 dg 


= 他 (1 cos 9)d6 
两 边 积分 ,得 

t=O sin 0)+ ey 
由 于 86=0 时 y=0, 且 z=0, 所 以 c;=0. 
于 是 得 到 曲线 y= y(tzr) 的 和 参数 方程 为 


Ua 0) 
(2) 
y= 了 (1-~eos 0) 


cl 可 由 B 点 的 坐标 x1 ,yi 确定 .此 昌 线 就 是 摆 线 ,在 力学 中 又 称 
为 捷 线 . 


参考 文献 : [331,p. 505 一 506. 
105、 算 一 下 立交 桥 桥墩 的 体积 


某 亲 交 桥 桥墩 形 如 截 锥 体 , 其 | 下 底面 是 灶 铀 长 分 别 为 a ,5 
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和 AAA;, 互 的 栖 圆 ,其 商 为 磊 , 求 桥墩 的 体积 ， 

解 : 如 图 105, 王 底 是 -一 个 较 小 
的 椭圆 ,长 半 轴 为 a, 短 尘 轴 为 5, 而 
十 底 硅 一 个 较 大 的 椭圆 ,长 六 轴 为 
A, 知 半 轴 为 是, 今 求 这 桥墩 的 体积 . 
在 路 下 底 为 作 - -平行 二 上 底 或 下 
底 的 平面 .其 截面 为 一 桶 贺 . 

0< 7 芯 凡 ,这 椭 国 长 半 轴 设 为 
a , 短 半 轴 设 为 5',a 及 上 5 的 值 ,用 相 
似 形 对 应 边 成 比 般 ,上 崩 利 定 积 分 求 出 
桥墩 的 体积 . 其 推导 如 下 ; 距 诡 电 坟 


的 椭圆 方程 为 留 195 ”桥墩 体积 示意 
一 1, 其 长 半 

辆 为 a 短 半 轴 为 吕 

Rr a 一 Q 已 一 如 

A A—a BD 

如 =a+(1- 严 jA-a) 

b =6+ (1 六 }(B -6) 
截面 面积 为 


sr)=rab’ =r|at (1- 兰 }(4-a) [et (1- 兰 )(B-6) 
故 所 求 体积 为 
VW 一 | st Tj dr 


=x| [or 人 1- 站)A-a)] [e+ (1-¥)(B-6) az 
积分 后 V= Enh[(2A+a)B + (2a+A)b) 
176 - 
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从 所 得 表示 式 体 积 与 A,B,a,5, 时 有 关 ， 
参考 文献 : [56],p.198 一 199. 
106、 根 据 库存 侍 的 范 数 估计 保管 费 多 少 


公司 往 夫 去 多 付 仓 库 的 租金 ,保险 费 , 保 证 金 等 者 与 商品 的 库 
存量 有 关 , 现在 有 一 个 公司 , 它 每 30 大 会 收 到 1200 箱 巧 点 力 , 随 
后 , 亡 等 大 以 - 定 的 出 例 售 给 零 信 商 . 已 知 到 货 后 的 r 天 ,公司 的 
库存 量 是 (x) = 4200 一 40 v30x 箱 ，- 箱 蕊 克 上 旋 的 保管 费 是 
0.05 元 . 癌 会 可 平均 每 天 要 支付 多 少 保 管 费 ? 

解 : 首先 算出 半 雹 每 天 的 库存 基 y 是 多 少 .因为 把 每 日 的 
库 谭 基 加 起 来 再 除 以 30 即 为 y. 所 以 应 用 积分 中 值 定理 

y= 而 | (1 200 - 40 y 30r)dzr=400( 箱 } 


战 公司 每 天 要 支 什 0.05x400=20(z0) 保 管 费 . 
107、 导 弹 跟 踪 飞 机 问题 


如 图 107 所 示 , 设 在 初始 时 刻 :=0 时 导弹 位 于 坐标 原点 (0， 
们 ,飞机 位 于 点 (a ,58). 飞机 沿 着 平行 十 x 轴 方 向 以 常 速 w。 飞 行 . 
导弹 在 时 刻 上 的 位 置 为 点 (xz,y), 其 速度 为 常 值 vw. 导弹 在 飞行 
过 程 中 ,按照 制 异 系统 始终 指向 飞机 . 试 确定 导弹 的 飞行 轨迹 以 及 
币 中 飞机 所 需要 的 时 间 工 . 

解 : 首先 建立 导弹 的 运动 方程 . 显 弹 的 飞行 曲线 在 点 M(x， 
y) 处 的 切线 方程 为 


Y-y= (Xx) 


( 侍 F(x = 


" 127 § 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


ta 了 了 
和 本 - 本 -- -人 二 二 
| 
| 


图 107 导弹 眼中 飞 机 示意 其 


其 中 (车 ) 为 二 线 上 动 点 的 符 标 .由 于 点 A(xra ,如 ) 应 位 丁 切线 


上 ,日 x 二 a 1 vot ,因此 


从 站 蛙 弹 的 飞行 轩 线 由 方程 组 
| 车 Ge y) =P (a+t vo xz) 
dr ,fdyY*  ， 
| = 
给 册 . 由 (1) 式 ,得 


GE -y=at vt 


两 过 关于 求 导 , 得 


9 - 补 rr dy dx 
EU de 
d*x 
由 本 多 让 二 wp 
基 方 程 (237 得 


“7 


(1) 
(2) 


(3) 
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即 $= fl1+ (Ee)] 
将 上 式 代入 (3) ,得 到 导弹 的 运动 方程 为 
4#(6-»y)=2[1+ ( 竖 } | (4) 


其 中 4= 字 表示 飞机 和 和 导弹 的 速度 比 . 
1 


方程 (<4) 是 一 个 二 阶 非 线 性 方程 . 椒 据 导弹 初 妈 时刻 位 于 (0， 
0 点 ,我 们 有 有 


0) -0 (5) 
在 时 刻 十 导弹 击 中 目标 ,因此 又 有 
(hp)=at wv, (6) 


这 里 十 为 跟踪 时 间 , 待 确定 . 二 是 , 导 滋 跟踪 间 题 归结 为 求 二 阶 非 
线性 方程 (4) 的 满足 边 值 条 件 (5) .(6) 的 解 . 

上 述 问 题 可 以 道 过 初等 积分 法 解决 . 设 p= 往 , 则 9e= 上 到 

y yy dy 
因此 ,方程 (4) 化 为 
人 -= ACE) (7) 
它 是 可 分 离 变 量 型 方程 ,其 通 积分 为 
In[pt (lt+p} = An y+o, 

其 中 C, 是 任意 常数 .方程 (7) 的 初始 条 件 为 


PP(0) = 万 (8) 


全 A= KR=p+ 1 十 天 
根据 初始 条 件 (8) ,得 到 
C=lnK +alnb =ln(KD) 
从 而 
iD 产 十 w+ 站) 一 tn 一 yy)》 * +In(KP)=InL Ke (6— y)] 
" 了 7D :+ 
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所 以 p+v lt+p’ = KD/(bp- y) 
于 是 ,我 们 得 冯 隆 阶 的 方程 为 
dr _ 1 [ Kp | 


dy 2 一 号 KP’ 
它 的 通 解 是 
1 Kp (yy , 
| ys es (9) 


其 中 已 足 和 任意 常数 ,根据 第 一 个 边 值 条 件 (5), 求 得 

C=p(1+ KOA+ K-12K(1-A ) (10) 
一 般 来 说 ,三 vi, 所 以 4 之 1. 和 将 t{ 10) 代 人 (9) 式 ,我 们 得 到 导弹 的 
飞行 轨 线 方 丁 为 


x=] 
pI(l rRNA+KR 12K( A) (11) 
利用 第 二 个 地 值 条 件 (6) , 求 得 导弹 的 跟踪 时 则 为 
_C-a_va th +a 


De C12) 


参考 文献 : [18j,p.245 一 248. 
108、 收 音 机 怎样 选择 电台 


不 同 的 广播 电台 ,使 用 不 同 的 频率 /1 ,六 ,六 ,进行 广播 , 收 
衣 机 基 怎 样 从 众多 的 电台 中 选择 所 遇 的 电台 呢 ( 图 108 一 1)? 
原 米 ,通常 用 的 是 选 频 回 踏 ,其 原理 如 图 108 一 2 所 水 .只 要 我 
es a 局 ,就 能 从 大 线 所 接收 到 的 洗 许多 名 讯号 中 
选 出 所 要 电台 的 讯号 ， 0. 它 电 台 的 讯号 ,收听 到 想 听 的 六 
播 . 下 面 我 们 来 说 明 这 - 
设 共 广播 信和 We 7 一 isin oz, 筷 流 过 LC 选 频 回 路 及 
“TD * 
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\h 


ee 


图 108-1 上 收听 广播 


了 [i RR 和 


i 


图 108 一 2 选 频 各 路 原理 图 


负载 只 后 ,在 输出 端 产 生 电 压 wu {1), 问 题 是 如 何 调节 可 变 电 容 
已, 使 这 个 讯号 的 电压 & 的 振幅 最 大 . 


由 图 108 一 2 看 出 ， 


Hip*R 
至 于 

dir 
1 一 了 le 


国 六 + 和 + 一 所 以 
总 +Ce+ 全 | udr = insSin aut 
将 上 式 两 边 对 1 求 导 ,得 
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【 5 + pl ji = iptw eos wf 
' 2 
du 人 du 1 ao 
a He + Ch di: + PC os cx (1) 
这 是 形 如 
+ 人 2 cit = peos ot (2) 


的 阶 常 系数 频 讲 次 线性 微分 方程 ,其 通 解 为 
rt) = Ac Ssin(y on — Et gp)+ 
e 
V Cw a ) + 46 0 
E: 式 第 一 项 随 着 时 间 的 推移 很 决 究 碱 为 0, 第 一 项 是 周期 为 < 的 
强迫 振动 ,其 振幅 为 


Ou (Crt - po) 


一 
Cn 二 二 全 oo 


(3) 


量 负 ,ft2) 中 的 合 = 7 = 启 ; 户 二 2 ,将 它们 代入 (3) 
式 , 求 得 振幅 


ga 
2 卫 
人 VE 1 
电 此 可 见 , 只 要 调 首 可 变 电 容 人 ,使 -= 时 ,这 个 讯 导 的 


电压 x 的 振幅 就 达到 晴天 , 即 产 牛 电 的 共振 .而 其 它 电 台 的 输入 
讯号 电压 的 振幅 很 小 ,好 被 滤 去 ,收音 机 就 是 这 样 通 过 选 频 回 路 米 
选择 电台 的 .这 是 利用 共振 现象 的 - -个 典 现 实例 . 


参考 文献 : 161,p.65-~67;[151, 物 理 2,p.159 一 160. 
182 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


109、 核 废料 的 处 理 问 题 


以 棚 , 美 因 妹子 能 委员 会 将 放射 性 核 埃 料 闭 在 密封 的 贺 桶 里 
扔 到 水 次 药 91 米 的 海里 . 牛 态 党 家 和 科学 家 耽 心 这 种 做法 不 安全 
面 旭 出 县 后. 蛛 子 能 委员 会 癌 他 们 保证 . 罗 桶 次 林 会 夏 洗 .经 过 周 
窗 的 试验 ,让 明 辣 桶 的 密封 拍 是 很 好 的 ,但 工程 师 们 区 问 ;: 赔 巍 是 
军 会 央 与 海底 低 撞 而 发 牛 彼 烈 ” 原 子 能 委员 会 说 : 决 不 会 . 们 上 各 
师 们 不 攻心. 他们 进行 了 大 量 的 实验 后 发 更: 当 圆 桶 的 速度 超过 每 
秒 12.2 米 时 , 圆 梢 会 因 寿 撞 和 破裂 . 那 林 图 桶 到 达 毒 庶 时 的 速度 
旬 底 是 和 多少 呢 ? 它 会 因 碰 撞 而 破裂 吗 ?” 修 面 是 些 上 其 体 而 真实 的 数 
据 ,你 能 根据 它们 解决 这 个 问题 虹 ? 

周 桶 的 重 进 WW 二 239.456 kg 

海水 浮力 为 ”1025.94kg/mr 

贺 桶 的 体积 ”VV=0.208m 

圆 棚 下 沉 时 的 有力 :工程 师 们 做 了 大 基 音 引 试 验 生 得 出 结论 : 
这 个 周旋 与 况 桶 的 方位 太 致 无 类 ,而 与 下 沉 的 速度 成 正比 , 比 俩 系 
数 天 =0.12. 

解 : 建立 坐标 系 , 设 海平 面 为 r 轴 ,y 轴 的 方 癌 向 下 为 正 . 


由 牛顿 第 定律 下 = ma ,其 中 mm 为 加 棋 质 量 ,4 二 为 作用 


在 贺 桶 上 的 力 ; 它 由 辣 桶 的 重量 钞 , 海 水 作 几 在 圆 权 上 的 浮力 
BB 二 1025.94xV=213.396(kg) 及 圆 桶 下 沉 时 的 了 朋 力 = kw = 


0.12v =0.12 oY. 【其 中 为 下 沉 速 度 ) 合 成 . 


即 F=W-B-D= 镀 - B -kw 这 样 就 得 到 :个 二 阶 微分 
方程 
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2 
W—B—g 0 uy 


di dt 
y(0) =0 {1) 
下 二 wD) 二 沿 


此 微分 方程 是 y= f(y ) 型 的 , 解 此 方程 : 
出 于 = 吝 , 则 3- 和 代入 (1) 得 到 - -个 一 阶 可 分 离 变量 的 方 
各 


1 
0) 二 涪 
解 得 ， v= Ee #) 


至 此 ,数学 隔 题 似乎 有 了 结果 ,得 到 了 速度 与 时 间 的 表达 式 .得 实 
际 问 题 远 没有 解决 . 因为 圆 桶 到 达 海 底 所 需 的 时 间 # 并 不 知道 , 因 
而 也 就 无 法 算出 速度 . 这样 ,上 述 的 表达 式 就 没有 实际 意义 .有 人 
会 说 ,虽然 无 法 算出 精确 值 但 我 们 可 以 千 计 当 * 一 上 ce 时 ,ur) 一 


一 二 .因而 辐 桶 到 达 海 底 的 速度 不 会 超过 一 久 ， 这 个 说 法 
足 对 的 ,但 可 异 对 二 8 二 217.2mjs, 它 太 大 了 , 毫 庆 用处. 这样, 方 
程 (1) 就 得 用 别 的 方法 来 解 . y = f(y ) 型 方程 的 另 一 种 解法 是 ， 


于 
令 芝 = 9- o 径 ,方程 (1) 也 化 为 一 个 一 阶 可 分 离 变量 的 广 


程 
| 王 回 -ww-B- 包 
(2) 
y(0)=0 

vl 

解 之 , 厂 二 下 有 dv 


184 ， 
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了 1 WW -BbB 
得 Ba Ee IntW—-B-kv)l 人 ct 
由 初始 条 件 得 

C= Tn(W-B) 
加 1 _ vv W-B, /WwW-B-kv 
所 以 pr (一 证 二 ) 


(3) 


求 当 y=91( 米 ) 时 ,w=?. 似乎 这 个 ww 值 也 无 法 求 得 ,但 我 们 用 近 


似 方 法 例如 和 牛顿 法 迭代 可 求 出 vw 的 近似 值 . 
牛顿 法 介绍 ; 若 已 知 方程 g{w)=0, 求 v. 用 达 代 法 : 


rf 。 
i 2 


在 这 里 ,(3) 式 可 写成 


令 


1 1 ,WW—8B —B— Ev 
a + Er ln (mae j=° 
上 , WO—B —B- kv 
取 Bg(v) 一 六 了 二 + En (we ) 


ey WwW—B W— Bo— kv 
WW a m | WC—B 上 


A a 
其 中 4 = 9.8mfls, 记 d= 2 =0.447 
5 一 了 上 =217.167, 于 是 
Hu)=d+v+ bln (3 
1 
a (vv)=1+6:- 二 a 
1— pv 
ps 
还 代 格 式 为 ; 
wm ECv) 
n+1 二 g {vo,) 
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-+ (| 


vw, 


人 


=6+ 二 和 [q+tbln (1 一 次)] (4) 


选 样 个 好 的 初始 值 we ,就 能 很 快 算出 结果 . 求 w 的 粗略 近似 
值 :从 (2) 中 令 外 ==0( 即 下 沉 时 不 计 阴 力 ) 得 mo? =(W -~ BB)y+ 


C 由 初 暴 条 件 得 C=0， .v= 于 BB.2y 和 13.93mis 


rH 
以 vo = 二 13.93 代 人 (4) 得 
zi 三 13.6406t .把 伐 人 (4) 
有 v; 二 13.63728, 把 vw, 代入 (4) 
v3 二 13.63728-… 这 就 驶 了 , 涉 用 青 挝 代 了 . 
二 13.64mls 六 12.2mis; 央 此 这 种 处 理 核 唐 料 的 方法 旦 沫 安 
全 的 ， 


参考 文献 ; [28], 上册 ,p.55 一 61. 
110、 雪 球 融 化 问题 


假定 -一 个 雪 球 是 半径 为 x 的 球 ,其 融化 时 体积 的 变化 率 正比 
于 雪 球 的 表面 得 ,比例 常数 为 上 交 0( 上 与 环境 的 相对 湿度 ,阳光 ， 
空气 温度 等 因素 有 关 ) .已 知 两 小 时 内 融化 了 其 体积 的 四 分 之 一 . 
问 其 余部 分 在 多 长 时 间 内 全 部 甬 化 完 ? 
解 ; 首先 根据 体积 的 变化 率 正比 杆 雪 球 的 表面 积 烈 出 关系 
式 
= 一 处 :dmr’ 
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因为 体积 Y 是 单调 下 降 的 ,所 以 <0, 故 在 等 式 右 端 加 霓 写 . 


VW 二 J 


了 


EU 2 
4nr J knr 
dr __ |) , 解 得 r= 二 Rit+C. 
Fry grt 《二 


于 是 上 =2 小 时 的 时 候 + = x, 一 2 .根据 是 设 :两 小 时 内 雪 球 
的 体积 减少 了 四 分 之 ,可 列 出 下 式 


3x(ro 二 287 一 卫 全 rr 
3 
得 ro 一 全 下 一 3 rp 
_ 六 】 


由 {1) 及 {2) 即 可 求 出 雪 奸 全 部 融化 所 需 时 则 .因为 雪 妹 全 部 融化 ， 
”二 0. 
由 (1) 


= 


1 a 
因为 雪 球 全 部 融化 需 22 小 时 , 故 余 下 部 分 大 约 需 20 小 时 才能 融 
化 完 . 
如 果 您 对 从 南 模 拖 : - 座 洒 川 到 沙漠 国家 之 举 感 兴趣 ,不 妨 收 
集 一 些 资 料 , 分 析 -下 此 举 是 否 可 行 


参考 文献 : 127],p.212. 
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111、 马 王 堆 一 号 莫 年 代 的 确定 


考 百 .地 质 等 六 面 的 专家 逢 用 CC( 酸 -14, 磋 一 12 的 同位 素 ) 
测定 法 (通常 称 为 珊 征 年 代 法 ?去 估计 文物 或 化 石 的 年 代 . 长 沙市 
蕊 于 堆 -导语 二 6972 年 8 月 由 下, 共 时 测 得 出 土 的 木 奉 标 标 的 
4 于 均 康 了 晤 变数 为 39.38 次 /分 ,而 新 壤 伐 绕 成 的 木炭 中 CC 
下 去 诛 子 晓 宏 数 为 38.37 次 /分 ,又 知 "C 的 半 训 期 (给 定数 量 的 
OO 虹 灾 到 半数 基 所 帝 的 时 间 ) 为 568 咎 , 试 估算 :下 该 莫 的 
大 狂人 千代. 

磁 征 年 代 法 的 根据 

宁 这 射线 不 断 释 击 大 气 层 ,使 之 产生 中 子 , 中 子 与 氮气 作用 生 
成 具有 放射 性 的 CG, 这 种 放射 性 矶 可 氧化 成 -氧化 碳 ， -氧化 碳 
被 植物 所 吸收 ,而 动物 又 以 植物 作 食 物 , 于 是 放射 性 碳 就 被 带 到 符 
种 动 植物 体内 . 月 太古 放射 忻 的 ,无 论 存 在 于 空气 中 或 生物 体 
央 它 都 在 不 断 晓 变 . 活 善 的 后 物 通 过 新 陈 代 谢 不 断 地 摄取 心 ,使 
得 年 物体 内 的 CC 与 空气 中 的 *C 有 相同 的 百 分 售 此 .和 洁 牺 外 工 后 
它 停 止 摄 取 "*C, 因 市 万 体内 的 "CC 由 于 不 断 地 暗 变 而 不 断 减 少 . 碳 
定年 代 法 句 是 根据 娆 灾 减 少量 的 挛 化 情况 米 判 定 牛 物 的 死亡 时 间 
的 . 

假设 

1. 现代 午 物 体 中 "CC 的 赔 变 速度 与 臣 王 堆 董 莫 时 代 生 物体 
沾 "C 的 暗 变 速度 相同 ; 

2, CC 的 晓 恋 速 诬 与 该 时 刻 4C 的 食 基 成 正 引 . 

由 于 了 地球 周 南天 气 中 的 C 的 放 分 冶 量 可 认为 基本 不 变 ( 邯 
宇宙 射线 照射 大气 层 的 强度 自古 至 今 基本 不 蛮 ) ,放假 没 1 是 合理 
的 .假设 2 的 根据 来 自 原 于 物理 学 的 理论 . 

建 模 

设 在 时 刻 i (年 ) 生 物体 中 “CC 的 存量 为 rz(7), 出 假设 2 知 
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dr (1) 


适中 下 交 0 为 比例 常数 .上 前 党 负 缉 表示 “CC 的 存 引 是 递减 的 . 
(1 的 通 解 为 
fr 一 Ce “ 
设 千 物 体 的 死 站 时间 为 6 二 0, 其 时 "CC 的 含量 为 zo; 代 人 上 
式 ,得 个 = ro, 下 居 有 


T= re (2) 
让 CO 的 于 诺 央 为 工 , 则 有 
了 
(1)= 7 (3) 
将 t3) 代 人 (2), 得 
Te 
pe 
即 有 有 C(I) = roe 法 , 出 此 解 得 
上 一 与 本 [4 ) 


由 -于 .xo I pe 1: 
潭 (2) 世 两 这 求 宁 ,得 
(t= 二 和) 
俐 TO0)= -ktd)) = kr, 
上 -而 丙 式 相 除 ,得 


将 其 代 人 (4) ,得 


站 二 -5In | (5) 

由 很 洲 1 知 , 可 用 现代 木 煤 中 C 的 旷 亦 速度 作为 x (0), 即 x (0) 

二 38.37 次 /分 ,而 x (72) 一 29.78 次 /分 (由 已 知 ). 和 将 它们 及 T= 
- 189 : 
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5 568 年 代入 (5) 式 ,得 


_5 568| 38.37 
In2 “29.78 


这 样 就 估算 出 马上 堆 一 器 莫大 约 足 2000 多 年 前 的 . 

注 : 对 ”CC 的 半 误 期 各 种 书 上 说 法 不 -, 有 和信 测定 为 5368 
年 ,也 有 人 测定 为 5580 年 或 5730 年 ,本 例 是 用 5568 年 计算 的 , 若 
用 5580 或 5730 年 计算 , 则 可 分 别 求 得 马 王 堆 一 号 墓 存 在 于 2040 
年 或 2095 年 前 左右 . 


<<2 0367 年 ) 


参考 文献 : [|21],p.75-76;[1],p.323 一 324. 


112、 为 什么 用 三 级 火箭 发 射 人 造 卫 星 


运载 火箭 是 发 射 人 造 卫 星 的 运载 工具 .图 112 ~ 1 是 运载 火箭 
6 2 i 
| 


图 112-1 类 箭 结 构 示 阁 图 
1. 氢化 齐 2. 燃料 3 了 3. 输送 梨 
4. 燃烧 室 5. 罚 呈 6. 卫 蛙 站 


的 示意 图 . 火 第 内 部 装 有 燃料 和 氧化剂, 经 过 输送 泵 进入 燃烧 室 ， 
燃烧 后 生成 的 炽热 气体 向 后 高 速 喷射 ,产生 向 后 的 动量 .依据 物理 
学 中 的 动量 守恒 定律 , 箭 体 本 身 获 得 向 前 的 动量 ,并 以 此 为 动力 将 
卫星 加速 到 预定 速度 并 将 其 送信 太空 轨道 . 
问题 1. 在 单 级 火箭 中 ,起 飞 质 量 由 三 部 分 组 成 : 火 第 的 有 
效 载 荷 (卫星 仓 )rao ,火箭 的 结构 质量 m%. 和 燃料 质量 sf, 说 火箭 
.Jof0 ， 
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的 燃气 喷射 速度 为 & ,火箭 初速 度 为 0, 暂 不 考虑 地 球 引力 种 空气 
阻力 , 试 计 算 当 烽 料 全 部 燃烧 完毕 时 火箭 的 未 速度 名. 

解 : 由 于 在 运动 过 程 中 火箭 的 质量 在 不 断 变化 ,我们 首先 考 
虑 一 个 币 小 时 自前 后 火 各 动 量 的 关系 . 

没 在 时 刻 二 火 葡 质量 为 m (1#), 向 后 态 出 的 燃气 质量 为 
dm fi. 取 地 球 作 为 参照 系 , 火 葡 的 前 进 速 度 是 vt7) ,燃气 相对 地 
球 的 喷射 速度 是 wut?) 一 站 -此 时 火箭 的 动量 为 mz (zwv(t)+ 
[vi) ~ wu ldm (i). 

经 过 一 个 微小 时 段 以 后 ,火箭 质量 变 为 m(z)+ dm(), 箭 体 
的 速度 变 为 zt 十 dfz)， 

由 于 忽 赂 了 空气 阻力 及 地 球 引 三 的 影响 ,火箭 在 上 述 过 程 中 
动量 守恒 ,所 以 

【了 2 tdm)(vt+do)}= my t+ (vu — wdm 
将 等 式 左 端 展开 ,并 略 去 高 阶 无 穷 小 量 ,得 


met vd 十 mde = mvt vdm — udm 


于 7 本 已 三 一 2 ， 号 do= —w Sw C1) 
这 是 分 离合 量 方程 ,对 (1) 各 分 可 得 
v= — ulnmt+ 人 Ct 


将 初始 条 和 件 w(t0)==0 代入 ,可 知 C= uln[mot mst rm,) 
mot m,+ mt 
wt )}= uln ee 
当 燃 料 燃 尽 时 ,火箭 达到 林 速 度 ,火箭 质量 变 为 和 + mm 
上 所以 火 稀 的 末 束 度 为 
Ma 十 mm, 十 my (2) 


vw 二 ln 
mot xm, 


通常 将 了 守 型 记 为 N， 它 表 示 火 箭 发 射 过 程 开 始 与 结 


ot mm 


束 时 的 质量 比 . 
" jl : 
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出 (20 可知 , 增 大 喷射 速度 xz 或 增 大 质量 出 六 ,部 可 以 使 火箭 
林 速 度 得 到 提高 . 

问题 2. 报 据 日 前 的 技术 水 平 , 采 用 液 所 和 液 气 作 燃料 和 和 氧 
化 剂 ,喷射 速度 最 高 可 达 刘 4knys. 质量 比 N 受 火 箭 结 构 及 材料 
的 影 啊 不 可 能 任意 增 大 ,日 前 最 好 的 火 第 结构 可 使 N 达到 10 , 即 
火箭 起 飞 时 装载 着 比 委身 质量 重 9 售 的 燃料 .请 在 此 条 件 下 计算 
火箭 的 未 速度 ,并 讨论 用 单 级 火箭 能 否 把 卫星 送 入 轩 道 . 

解 : 将 ww 一 4kmis,N =10 代 入 (2), 可 求 出 火箭 的 未 速度 为 

vk =4km/sx inl0=—=9.21km/s 

把 大造 卫星 送信 轨道 的 最 低速 度 要 求 是 7. 9kmjs, 表面 看 起 
来 好 象 用 单 级 火箭 能 够 完成 发 射 要 求 , 但 是 在 实际 发 射 中 ,由 于 空 
亿 阻 力 各 地 球 引 力 的 影响 ,即使 采用 日 前 最 好 的 燃料 和 结构 ,使 用 
单 级 火 简 也 远 不 能 把 卫星 送 上 太空 . 

解决 这 一 技术 难题 的 途径 是 采用 多 级 火箭 进行 发 射 , 发射 过 
程 中 不 断 抛弃 无 用 的 结构 质量 ,这 样 就 能 提高 质量 比 N ,进而 个 
火箭 获得 哆 高 的 未 速度 . 

问题 3. 采用 如 图 112 - 2 所 示 的 王 级 火箭 进行 卫 攻 发 射 . 
发 射 过 程 中 ,一 级 火箭 首先 点 火 工 作 ,燃烧 结束 后 自动 脱落 ,接着 。 
第 -级 和 第 二 级 火 入 依次 点 火 ,燃烧 和 自动 脱落 . 若 各 级 火箭 的 喷 
射 速度 仍 为 &. 试 计算 三 级 火箭 的 未 速度 . 

解 : 没 火箭 起 飞 之 前 的 质量 为 M ,AM 包括 有 效 载荷 mm ,各 
级 火箭 的 结构 质量 mx (i = 1,2,3) 及 各 级 火箭 的 燃料 质量 msti 
=1,2,3). 

记 Ni 为 第 一 级 火箭 工作 过 程 的 质量 比 。 


pin 十 Dim, + Pm 


?770 十 > + ms 
第 -级 火箭 燃烧 结束 后 ,第 体 的 运 z= 度 可 以 达到 
"102 : 
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v= ulnN, 
记 N; 为 第 二 级 火箭 工作 过 程 的 质量 
比 ， 


3 3 
“有 
#0 十 > ms 十 > 
了 一 如 +- 
3 


io 十 人 > 71。 十 irs 
第 -级 火 篇 燃 烧结 束 后 , 箭 体 在 原 有 速 
度 wv 基础 上 又 获得 速度 增 量 v ， 
v2 = ulnN,; 


同样 , 记 N; 为 第 三 级 火箭 的 质量 比 ,Ns 


十 
=- Po 区 3 第 一 级 火箭 所 提供 的 隔 112_2 级 火箭 


NN, = 


2 | | 示意 图 
速度 增 量 为 v,. 1. 上 上 星 仓 2. 第 三 级 3. 第 二 级 
vs = ulnN; 4. 第 一 缀 


这 样 , 当 二 级 火箭 硕 次 工作 后 ,火箭 的 末 速 度 可 达 和 狠 
vu vt oa = ulnN +t ulnN, + nlnN; 
= uln(t NN; N;,) 
特别 , 当 N; = N,= N=NN 时 
v= ulnCN’ }= 3ulnNN 
假设 喷射 速度 x = 4krmys, 各 级 火箭 的 质量 比 都 是 N = 8, 可 
计算 出 三 级 火 篇 的 林 速 度 : 
vo 一 ulnN=3x4x ln8gsr24.95Knys 
与 单 级 火箭 机 比 ,采用 三 级 火箭 大 大 提高 了 火箭 的 加 速 性 能 . 
思考 题 1. 是 否 火 箭 的 级 数 越 多 , 它 对 卫星 的 加 速 性 能 就 越 
好 ? 试 推导 出 多 级 火箭 的 林 速 度 公式 ( 管 案 ;v= uln(NjN;… 
Re 出 于 每 个 N; 都 大 于 1, 所 以 在 相同 欧 燃 气 哄 射 速度 之 下 , 增 
大 火箭 的 级 数 总 可 雇 鸽 末 速 度 得 到 提高 ). 
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思考 题 2. 为 什么 日 前 多 采用 三 级 火箭 作 运 载 工具 ,而 不 米 用 
级 数 更 多 的 火箭 (答案 :火箭 级 数 越 多 ,结构 越 复 洪 , 越 难于 控制 . 
另外 ,火箭 级 数 越 多 ,火箭 工作 的 可 靠 性 就 越 低 .由 于 以 上 技术 原 
因 ,现在 - 般 采 用 -二 .级 .三 级 或 四 级 火 前 ). 


参考 文献 : [69|],p.174. 
113、 飞 机 减速 们 的 设计 与 应 用 


当 机 场 跑道 长 度 不 足 时 ,常常 使 用 减速 全 作为 飞机 的 减速 装 
置 . 存 飞 机 接触 跑道 开始 着 陆 时 ,由 飞机 尾部 张 于 一 幅 减 速 什 , 利 
用 空气 对 使 的 阻力 减少 飞机 的 消 跑 距离 ,保障 飞机 在 较 短 的 跑道 
上 安全 着 陆 . 

问题 1. - - 架 重 4.5T 的 歼击机 以 每 小 时 600km 的 航速 开始 
者 陆 ,在 碱 速 全 的 作用 下 滑 跑 500 米 后 速度 减 为 每 小 时 100km . 设 
减速 伞 的 阻力 与 飞机 的 速度 成 正比 ,并 和 忽略 飞机 所 受 的 其 它 外 力 . 
试 计算 减速 伞 的 阻力 系数 . 

问题 2. 将 同样 的 减速 人 锌 装备 在 9T 重 族 炸 机 上 ., 现 已 知 机 场 
跑道 长 1 S00m, 若 飞机 着 陆 速 度 为 每 小 时 700km, 问 跑道 长 度 能 
否 保 障 改 机 安全 着 陆 ? 

解 : 首先 考虑 问题 1. 设 飞机 质量 为 加 , 关 陆 速度 为 i 
从 飞机 接触 跑道 时 开始 计时 ,飞机 的 清 跑 距离 为 x (1:), 飞 机 的 速 
度 为 u(4)= 学 , 减 巡 拿 的 阻力 为 -ho(z), 其 中 义 为 阻力 系数 . 根 
据 午 顿 第 一 运动 定律 叮 得 出 运动 方程 

m T= ~ kul?) (1) 


为 了 确定 Cc(1) 与 v(1) 的 关系 ,将 中 写 成 
* J94 : 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


dou_dv.dr_,.dv 
dr dx dt dx 


代入 (1) 式 可 得 分 离 变 量 方程 do= -六 dx (2) 


对 (2) 积 分 ， 
ws) 和 
| o- 人 (二 
则 
v(t) — ve = — x(t) 
由 此 计算 出 k= (3) 


将 mm =4500kg, wo ==600kmfh,v(2)= 100km/h,xz(t)=0.5km 代 
大 (3), 得 出 阻力 系数 
k=4.5x 10°kg/lh 
现在 考虑 问题 2. 首先 求 出 速 庶 w(i) 及 滑 跑 距离 x(t) 的 表 
达 式 .由 (1) 可 得 


— 二 一 一 dt 
TT 
xf t 
| dz _ _k ds 
oy U ni Jn 
因此 v(t)= vpe mt (4) 


利用 学 一 w(t), 对 (4) 再 积分 
| xX (tt)di= | Une = 


易 知 z(t) = [le w¥] (5) 


由 (5) 可 知 ,飞机 滑 跑 距离 zx(z)<- .将 已 知 值 代入 ， 
" 19 
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Po 3 000X 00 agm= 1 400m< 1 S00m 


k 4.5x 10° 
商 以 总 机 可 以 在 此 跑道 上 安全 着 陆 . 
思考 题 。 若 飞机 除 受 到 减速 伞 的 限 力 之 外 还 受到 跑道 摩擦 力 
上 的 影响 , 工 写 出 相应 的 微分 方程 ,并 求 出 洲 跑 虐 离 x (1) 的 表达 
起 ， 
答案 :入 dv - — Ru Fv(t)={v,t J Je mt 一 fik, 
di 吉 


zl) = te) 


1i14、 惠 更 斯 钟 摆 


惠 更 斯 (Christian Huygens)y 在 研究 钟 摆 时 发 现 :给 定 一 条 摆 

线 , 甚 参数 方程 为 
Ji = - rsmpd 
(-—- AOx) 


二 一 入 | romp 


取 口 点 为 摆 线 的 弧 所 夹 成 的 尖 点 : 若 把 - -个 质点 用 长 度 为 4r 的 
细 线 重 侍 于 口 点 ,并 便 它 在 摆 线 的 夹 通 - 有 则 中 点 的 运动 扫 


迹 仍 是 所 线 , 且 这 种 皖 的 周期 与 提 朵 无 关 , 了 = 4xA/ .由 于 这 种 


摆 具 有 有 良好 的 等 时 性 ,被 广 证 地 应 用 二 钟 表 制 造 烛 .这 种 香 被 大 们 
浆 为 召 更 斯 摆 . 请 你 自己 推导 出 惠 更 斯 的 上 上述 绪论 .( 图 114- 1) 

解 : 和 首先 我 们 推导 P 点 的 运动 轨迹 . 取 摆 线 上 作 意 -点 
人 和 wy) 


(1) 


联 ;为 从 O 到 M 沿 把 线 的 疆 长 , 角 上 是 给 定 摆 线 在 民 点 处 的 切 
线 与 = 轴 的 夹 角 .和 根据 题 意 .也 的 坐标 满足 
196 。 


9 = rang 


Y= 一 ri+romd 
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图 114- 1 是 更 斯 控 


{7 + {dr 一 cos 上 (2) 


y= yt+(dr— sisint 
s 可 按 如 下 方法 计算 
| vw 3+y?d0= I ri(l 一 cos 0) + rzsin2 引 


d8 


Fe i~cos8_ .#8 
哆 外 区 站: 二 St 二 
VarvVI-aceY 2 2 
. 加 yi -rsing 
Slim 了 一 = 
Vr lty?: rv2-2sing 
ER 
rcos 了 sm 0 
一 一 二 一 = 一 cos 
人 2 
也 


将 scosz,sinft 代入 (2) 
T= rsngt+ dreos S sin $=. t+ rsin 二 
: 197 : 
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y= r+ ros 0—4roos 5 = — r+roos 9 一 2r(oos d+1) 


= —3r— roosg 
坟 此 ,P 点 的 轨迹 方程 为 
T=mnm+rsing 


y= —3r— reos 中 


此 恰 为 摆 线 方程 ， 
下 面 我 们 证 明 P 点 的 运动 周期 为 4rV 二 
设 忆 点 的 攀 幅 为 一 所 到 二 ,PP 点 的 运动 曲线 为 族 , 了 的 参数 
方程 为 


之 一 (5 


y= y(s) 
其 中 ss 是 T 厂 从 一 如 到 台所 走 过 的 弧 长 .( 图 114 一 2). 根 据 牛 顿 第 
二 定律 


中 dy 


mr FF mgos r= mg 


" 198 : 
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d's_ dy 
得 微分 方程 ii # ds 
两 边 同 乘 下 ,可 得 
ai 
蝇 (3)= # dr 
积分 可 得 5s = —aly(s)— yol 
所 以 ， 1 = +v2g[yo— y(s) 
二 
di=+ 
V2gL yo — y(s)] 


PP 从 一 所 到 抽 所 用 的 时 间 答 为 半 周 期 , 故 
的 ds 
T=2 一 -一 4 
ji v2glyo™y " 
由 (3) 知 dr=w rode=wv > sin 8.d8 = 
2roos 5d6 
Yo — y=r{cos 入 一 cos 90) =2r (sin? Ge sin 5) 


代 人 (4) 


reos 


I ge 二 一 Si 本 


de 


A ,Sin 0/2 
sin O012 


Te | 
号 Le 


全 此 ,我 们 学 出 了 惠 更 斯 的 上 路 个 结 沦 . 


Te 


< 
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参考 文献 : [681,p.320. 


115S、 单 扔 可 以 用 来 作 钟 把 凤 


单 押 蚌 把 质量 为 zx 的 质点 P 臣 挂 在 -- 条 长 度 为 i 的 细 线 下 
方 使 其 自 让 摆动 的 装 尼 .这 条 质点 的 运动 轨迹 是 虎 弧 
T= tsing 0 < 
y= -icos to 
坛 推导 出 单 援 运 动 周 期 的 表达 式 , 并 通过 表达 式 分 析 学 摆 是 罕 通 
合作 钟 积 (图 115). 


图 115 单 摆 


解 : 设 贺 狐 曲 线 卫 的 参数 方程 为 
I=.r(s) 
y=y(s) 
此 处 :是 质点 从 一 上 到 8 所 走 过 的 弧 长 ,0 所 ;过 210, ,根据 和 牛顿 
第 二 和 定律 


本 5 总 = ;六 C1) 


广 是 重 关 jrg 在 六 的 切线 方面 的 分 万 , 破 
“2 
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[Fi mgcos 0-— my oy (2) 
将 (2) 代 入 (1), 可 得 =-g 和 dy 
la BB Es 
用 侍 遍 乘 方程 两 边 再 习 以 2, 可 得 
ds ,dy 
dr “8 dr 
积分 可 得 s = v2glyo — y(s)] 
ds 
央 ， dr = 一 中 Re 
wa2g(yp 一 3y) 
质点 从 一 站 到 负 所 用 的 时 间 悄 为 单 摆 的 灶 局 期 , 故 周 斯 
ds 
Ta) 2 dr 一 也 一 一 一 一 一 一 3 
| | ov 28 (yo y) 2 
将 y= 一 eos 8,yo0 二 一 [cos ,ds 二 1d8 代入 (3) 
, 的 了 7 如 
TO, = 二 二 
) | ee -co8 Po ) 


eT de 


本 VCos ~o 2 COS oS Fo 


心 


(8) = 2 一 0 ra) (4) 


这 是 一 个 与 探 幅 所 有 美的 椭圆 积 分 ,可 以 看 出 工 a 2 
焉 小 而 王 小 . 
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0 
当 后 很 小 时 ,1 一 ?sin* Fol, 


TA, 2 二 人 E ,万 = =du 二 


授 过 以 上 分 析 可 知 , 当 0。 很 小 时 , 单 摆 的 周期 约 等 于 
2xA 二. 但 单据 的 周期 随 摆 由 bu 而 改变 , 当 我 们 用 单 所 为 钟表 定 


时 时 , 随 着 摆 幅 逐渐 减 小 , 单 摆 的 周期 也 会 逐渐 减 小 , 钉 就 会 越 走 
越 快 ! 因此 ,用 单 扎 作 钟 摆 并 非 十 全 十 美 . 


参考 文献 : |68|],p.319. 
116、 冰 翅 的 下 落 速 度 


当 亲 起 由 高 空 落下 时 , 它 除 了 受到 地 球 重 力 的 作用 之 外 ,还 爱 
刘 了 空气 阻力 的 作用 .毅力 的 大 小 与 冰雹 的 形状 和 运动 速度 有 关 ， 
一 般 可 对 阻力 作 两 种 假设 : 

(1) 阻力 大 小 与 下 落 速 度 成 正比 . 

(2) 阻力 大 小 与 速度 的 平方 成 正比 . 
请 根据 两 种 不 同 假设 .分别 计 算 冰 雹 的 下 落 速度 . 

解 : 用 y 表示 冰雹 的 高 度 ,y 代表 冰雹 的 下 落 速 度 (y <<0). 

1. 设 阻力 f= 一 六 y (k>D0). 

根据 午 顿 第 二 运动 定律 可 建立 微分 方程 


my = me ky 


这 是 一 个 不 显 含 自 变 量 z 的 微分 方程 . 令 v1)=y 一 时， 上 式 可 


-天 二 一 中 ( +e ow) 


”202 : 
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dv 
wy{l+t+e vw) yy 
ln terv)=—{t -1,) 


所 以 ,vw{1)= -3 et 


2. 设 阻 力 f= ky (k>0,y <0) 
根据 千 顿 第 一 定律 
my 一 — met+ky” 


这 也 是 -个 不 显 含 : 的 微分 方程 . 令 o(1)=y = 虹 , 方 程 化 为 


dr’ 
a -g(tl~ec*v) 
dv 
gll-e rv) oy 
下 
解 出 TT 
一 了 1 
所 这 v(t)= — Ls = Ltanhl ge(t— 10)] 


思考 题 : 请 分 别 就 两 种 假设 讨论 冰 雷 的 最 大 速度 .车 没有 空 
气 阻 力 会 怎样 ? 

提示 :不 论 那 种 假设 ,速率 都 是 ! 的 单调 增 函 数 , 放 当 + 趋向 
于 正 无 穷 大 时 速率 可 达到 极 大 值 .第 一 种 很 设 时 ， 

Vo = lim 0(7) = lim 3 U1 -ee 一方 一 2 


天 
第 一 种 很 设 时 ， 


| .1 。 ] 1 
YY 三 一 lim v(t }= lim tanhl gr Rr 有 ET 
十 述 计 算 结 果 表 明 , 由 于 空气 阻力 的 影响 , 冰 理 落 到 地 面 时 的 
速 魔 并 不 会 很 大 .候车 没有 空气 阻 方 ,冰雪 落 到 地 面 时 的 速度 将 会 
快 得 可 怕 . 问 学 们 不 妨 计 算 一 下 ,车 不 计 空气 阻力 ,从 5000m 高 空 
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落下 的 六 条 ,到 地 面 时 速度 可 达到 大 约 每 秒 313 米 , 这 上 比 汽 内 于 阐 
的 出 膛 速 度 快 大 约 3 倍 . 想 一 想 , 这 场 冰 几 该 是 一 场 多 人 的 灾难 
呀 -! 


参考 文献 : {68|],p.317. 


id7、 隅 石 的 质量 


当 了 关 石 伴 过 大 所 层 疝 地 面 和 高速 坠落 时 ,上 曙 石 去 而 与 空气 摩 桩 
印 产 生 的 高 热合 寻 石 的 原 最 不 断 挥 发 .试验 表册 , 隐 右 控 发 的 速度 
与 央 石 的 表 呵 各 成 止 比 . 若 候 设 了 入 石 是 质量 多 匀 的 球体 , 试 求 出 隐 
折 的 质 旦 zx 关 二 时间 的 图 数 表达 式 ， 
解 : 证 : 时 刻 隅 右 的 半 径 为 0) 质量 为 pz(z), 表 面积 为 
st 由 题 谈 可 知 
s{(£1)=4rr (r) 


mt{t)=p 全 rr2(z) 


213 
消去 r() 后 ,s(1)=4n [于 (| 
根据 题 意 


213 
d= s(t) = dnk (js) Em) elm(s) I 


了 
印 到 (二 满足 微分 方程 :5 各 = 加 cm ,其 中 < 一 4xk[ ) .出 
i 
分 离 变 量 法 计算 证 甜 
3[zaft) = -ecto 


m0 [ee 


冶 风 石 到 达 地 面 的 时 刻 为 6 ,此 时 陨石 的 质量 为 mo, 据 此 到 
始 寻 件 生 求 出 马 : 
昌 204 n 
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= 3mi + eto 
代入 (C1), 求 出 zm (7) 的 表达 式 为 


m{(i)= [mr Ft 


3 213 
其 中 它 -4xt( 入 


参考 文献 : [29|],n.18. 


113、 马 尔 萨 斯 人 吕方 程 


莫 国 大口 学 家 马尔 苹 斯 (Malhus，1766-- 1834) 根 据 百 人 年 
的 人 Ci 统计 资料 ,本 1798 年 担 出 了 和 大口 指 数 增 长 模型 .他 的 基本 
假 没 是 ;单位 时 间 内 大口 的 增长 量 和 与 当时 的 信 口 益 数 忒 正比 . 苛 已 
知 z= 二 负 时 的 大 口 总 数 为 ro , 斌 根据 蕊 尔 萨 斯 棚 设 确定 出 时 间 ; 
与 人 口 总 数 z 工 (72) 之 间 的 洱 数 关系 .根据 我 国 国家 统计 局 1990 年 
10 和 日 30 日 发 表 的 公报 ,1990 年 7 月 1 日 我 国 估 口 总 数 为 11.6 
刀 , 过 去 8 年 的 年 人 人口 平 均 增 长 率 为 14.8%. 若 今后 的 年 增长 率 
保持 这 个 数 宁 ,试用 马尔 萨 斯 方 称 预 报 2000 年 我 国 的 人 口 总 数 . 
解 : 记 时 间 t 时 的 人 人口 总 数 为 zt) 设 单 位 时 间 内 大口 的 
增长 量 与 当时 和 大口 总 数 之 比 为 7 ,7 是 与 时 间 无 闫 的 常数 .根据 蕊 
水 蕊 斯 假设 ， 
EAD 
令 At 一 0 ,得 到 下 述 微 分 方程 ， 
人 
下 《一 < 
这 年 一 个 可 分 离 变量 方程 ,容易 解 出 方程 满足 初始 条 件 的 解 为 
《一 二 er 各) (2) 
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利用 [2) 趟 ,将 =2000,7=1990.r=0.0148 代 人 ,可 预报 
出 2000 年 我 国 的 人 口 总 数 为 
x(2000) = 11.6x e200 1 .13,45{ 亿 ) 
思考 题 : 当 > 近 1 时 ,ers1+ r. 将 e 二 1+r 代入 方程 (2)， 
可 得 x (7) = xo(] 二 rr "0 当 上 到 年 做 单位 , 且 取 为 正 整 数 时 ， 
可 瑟 为 z( 上 二 xo(1+ rr))* oo , 试 解 释 此 预报 公式 的 意义 ,并 用 此 
式 预 报 2000 年 我 国 的 入口 总 数 (r(2000)=13.44 所 ). 


参考 文献 : [65],p.13. 
119、 椭 圆 形 办 公 室 的 声学 特性 


建筑 师 欲 设计 一 个 特殊 的 办 公 室 ,办公室 的 边界 形状 是 一 条 
认 滑 的 封闭 曲线 . 设计 要 求 是 :当主 人 坐 在 室内 叫 处 与 坐 在 全 处 
的 客人 交谈 时 ,他 所 发 出 的 声音 应 该 同时 聚焦 到 Q 点 ,使 谈话 可 
以 听 得 最 清楚 .已 知 已 ,QQ 相距 zc , 试 求 出 此 办 公 室 的 边界 曲线 六 
程 . 


图 119 粒 唾 形 办 公 宇 中 声音 的 传播 
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解 : 以 PQ 为 x 轴 、PQ 的 中 垂 线 为 ， 轴 建立 坐标 系 , 如 图 
119 所 示 . 也 ,QQ@ 的 坐标 分 别 是 PC-c,0),Q(e,0). 设 M(x,y) 是 
边界 曲线 上 任意 一 点 ,在 M 点 处 曲线 的 切线 方向 记 为 上 ,r= 1， 
过 十 站 
z 与 PM 的 夹 角 记 为 (大 射 角 )， 
rf 与 MQ 的 夹 角 沁 为 8( 反 射 角 )， 
根据 反射 定律 ,入射 角 与 反射 角 相 等 , 即 
cos 和 二 Oo 让 
PM (ztoOtywy 
IrllPM| lrlv (zt+c 天 十 好 
0 
cos 8 [| MO | [zlv (ec—- zr) +y 
由 反射 定律 可 得 下 述 微分 方程 ; 


(r+to)tmw (cc-x)—-w 


WwW {ric +y wv Ce 


变形 后 
(z+e)drt+ydy_(c~ zx)dr— ydy (1) 
V(xri+ey ty Vc—-ry+y 
(1) 呈 全 微分 方程 ,nj 将 其 凑 成 全 微分 形式 . 
d(rte?+y]_ dl(c-r)Y+y] 


{xr tet+y vc— rity 


即 dv (rtey ty tdv (ec- r+y=0 (2) 
(2) 的 通 解 为 

V {rt tyt+v (rec) ty =20 (3) 
整理 串 得 {a "cay =a (a = 0 ) 


令 a 一 局 = ,得 铀 通 解 
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a 
因此 ,上 办公 室 的 形状 应 为 李 疗 . 再 号 虚 占 音 传 播 的 路 程 
s=|PM|I+|IMQ|I=V ric ty tv (cr ty 
由 (3) 可 知 s 性 等 于 2a, 即 经 各 方向 反射 所 的 声音 会 同时 许 达 已 
从 上 述 计 算 和 分 析 可 以 看 出 ,椭圆 上 形 办 公 室 具备 了 良好 的 声 
水 特性 ,难怪 闫 国 总 统 要 采用 椭圆 形 办 公 室 嘱 1 


120、 化 工 车 间 的 通风 问题 


由 化工 生产 过 程 中 ,经 常 要 排出 一 些 不 利 丁 环境 的 物质 .为 
了 保持 车 间 内 的 环境 卫生 ,必须 通 作 大量 的 新 鲜 空气 ,这 就 是 通风 
癌 题 ， 
设 有 - -个 30x30x1l2nr 的 车 间 , 其 中 空气 中 合 有 0. 12%% 的 
CO, ,如 需要 在 10 分 钟 后 CO 的 会 量 不 超过 0.06%. ( 设 新 鲜 空 
气 中 Co 的 售 量 为 0.04%), 问 每 分 钟 应 遂 人 多少 mi 的 新 鲜 空 
i 
解 : 引 作 下列 符 导 ， 
y 一 时 间 + 时 CO, 的 浓度 
2 一 通 和 的 空气 星 | vv fmin]; 
v 一 车间 的 体积 [nr ]; 
an 一 Du 的 初 深度 ，; 
8g 一 新 鲜 衬 和 气 CO 的 浓度 . 
解决 这 个 问题 让 要 依据 下 列 两 个 物质 平衡 式 : 
增 量 二 加 入 基 一 排出 量 ; (1) 
流 进 {或 排 中 ) 证 = 流 进 ( 或 排出 }) 速 度 x 浓 度 XxX 时 间 。 {2) 
了 现在 考虑 在 上 时间 癌 隅 [rr dr 内 Co 的 让 入 量 与 排放 捧 ， 
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由 (2) 式 知 
OC) 的 进 人 人 量 =agdi， 
OO 的 排出 量 = aydz. 
在 瞬间 : ,C0 的 总 量 等 丁 wy 在 瞬间 了 + dt,00O 的 总 量 等 
于 uty 1dy) 所 以 在 下 这 段 时 间 内 ,CO 的 增 量 为 vty + dy) 一 
zy wdy. 
根据 上 述 分 析 ,由 {1) 式 可 得 
Tdy a upgrdi aydi 
或 vdy=atg— ydt 


即 -0 (3) 
yy_E ov 


上 述 方程 是 : 阶 变 量 呆 分 离 方 程 . 显然 切 始 条 件 是 
y ,二 yo. 容易 求解 得 
y=(yo — g)e * +g (4) 
上 式 就 是 这 个 车 问 中 空气 中 CO, 的 浓度 y 与 时 间 z 的 函数 
从 {4) 式 可 解 出 a ,得 


a 要 
如 三 一 斌 四 (5) 
将 下 人 列 数 值 . 
v=10 800,7 = 10,y=0.0006, yo =0.0012, 
££ =0.0004, 
代入 (5) 式 ,得 


a = -1 080In 了 = 1500[ mi fmin | 
也 就 是 说 每 分 钟 应 通 人 1 500[ 米 ” 1] 的 新 鲜 空气 ,就 能 在 10 分 钟 
后 ,使 车 间 内 的 CO, 含量 不 起 过 0.06%. 
实际 上 所 需 的 新 鲜 空气 量 , 比 上 面 的 数 要 小 .因为 新 鲜 空气 并 
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不 是 象 假设 那样 很 快 地 与 混浊 空气 混和 ,而 是 逐步 地 与 混浊 空气 
混和 ,并且 在 很 大 程度 是 将 它 排挤 出 去 的 . 


参考 文献 : [32],p.78 一 80. 
121、 如 和 何 确定 商品 价格 译 动 的 规律 


没 荣 种 商品 的 供给 基 包 , 与 需求 量 Q, 是 只 依赖 于 价 客 PP 的 
线性 明 数 ,并 假定 在 时 间 + 时 价格 P(E) 的 变化 率 与 这 时 的 过 剩 需 
求 量 成 正比 , 试 确定 这 种 商品 的 价格 随时 间 上 的 变化 规律 . 

解 : 设 Qi=-atehP (1) 

已; = ap (2) 

其 中 a,b、c .ad 都 是 已 知 的 正常 数 . (1) 式 表明 供给 量 马 ， 是 价格 
P 的 递增 函数 ;2) 式 表明 需求 量 Q; 是 价格 PP 的 递减 函数 ， 
当 殿 给 量 与 需求 量 相 等 时 ,由 (1) 与 (2) 求 出 平衡 价格 为 


容易 看 出 , 当 俩 给 量 小 于 需求 量 时 , 即 Q) 过 QQ, ,价格 将 上 涨 . 
这 样 市 场 价 格 就 随时 间 的 变化 而 围 拷 平衡 价格 五 上 下 波动 .天 
甫 ,我们 可 以 设想 怖 和 宪 P 是 时 间 + 的 咱 数 P= PC) 
由 假定 知道 ,P(2) 的 变 北 率 与 外 ;一 曲 ) 成 正比 , 即 有 
SF =a(Q,— Q,) 
其 中 a 是 正 的 带 数 ,将 {1) 与 (2) 代 人 上 七 式 得 
dP 


+ RP 一 上 上 (3) 


其 中 让 =a(5 td),h 二 ala +c), 都 是 正 的 常数 . 
(3) 式 是 -个 一 阶 线性 微分 方程 . 求 通 解 如 下 : 


Pp = elis [| ae dr 十 c| 
* 210 : 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


二 


如 果 已 知 初始 价格 P(0)= Py; 则 (3) 式 的 特 解 为 : 
P={P, -Phe “+P 
上 起 即 为 商品 价格 晴 时 间 的 变化 规律 . 


参考 文献 : [7j,p.409 一 410. 
122、 火 箭 的 速度 与 高 度 是 如 何 确定 的 


-村 原先 静止 的 火箭 从 地 面 重 直 向 上 发 射 . 设 在 时 间 上 时 火 
箭 加 上 尚未 燃 去 的 燃料 的 总 质量 为 M ,质量 耗 失 的 变化 率 六 为 
浸 数 ;并 没 燃 烧 生 成 物 的 脱离 速度 w。 也 是 常数 . 试 求 在 时 间 上 时 
火 前 的 如 度 与 高 度 ( 取 举 标 轴 y 正 向 朝 上 ). 
-个 物体 在 运动 过 程 中 可 能 获得 质量 或 央 失 质量 . 如 雪 毅 快 、 
冰河 与 降落 的 雨点 都 是 我 们 所 熟悉 的 实例. 太阳 每 秒 约 损失 四 百 
万 吨 质 量 , 向 这 对 各 行 插 的 摇 道 并 没有 产生 可 浏 量 的 效应 ,因此 可 
忽略 不 计 . 忆 在 研究 火 稀 的 飞行 时 ,我 们 就 必须 把 因 燃 料 消 耗 而 引 
起 的 质量 变化 考虑 进去 . 
尊 虑 运动 过 程 中 质量 有 变化 的 问题 时 ,牛顿 第 二 定律 已 不 再 
能 作为 推导 关于 运动 的 微分 方程 的 基础 . 展 震 它 的 是 下 述 的 动量 
原理 ,这 个 原理 是 ;对 某 -一 个 动力 系统 S 来 说 ,5S 的 动量 对 时 间 的 
释 化 率 剖 上 动量 从 S$ 转移 出 去 的 速率 等 于 所 有 作用 在 S 上 的 外 
力 的 天 有 量 和 . 
现在 根据 上 述 的 动量 原理 来 建立 运动 方程 , 
没 M 为 一 物体 在 时 间 : 时 质量 ,而 vv 是 它 的 速度 ,这 样 Mv 
就 是 它 在 时 间 上 时 的 动量 . 没 六 为 质量 耗 失 的 变化 率 , 并 设 vw. 为 
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脱离 速度 , 亦 即 质点 离开 这 一 物体 时 的 相对 速度 .这 些 质 点 相对 于 
某 一 冉 定 坐标 系统 的 速度 是 wv 
动 征 原理 应 用 到 这 样 - -个 运动 物体 上 ,就 得 到 了 方程 ; 


toto—mv. = (1) 


二 呈请 代表 所 有 作用 在 这 变 下 变化 着 的 物体 上 的 外 力 之 和 和 . 
根据 页 的 定居 ,可 得 


Oe ni {2) 
将 (2) 太 代入 人 不 ,得 
ni 9 局 tpmtv mv =F 


drir . : = 
Mi jr MD + pry nw. = FF 


1 ， 
[eH ni = Ft ry, (3) 
现在 米 解 闫 开 类 提出 的 问题 . 首先 建 豆 上 淡 苦 的 运动 方程 ， 
由 于 py 


其 中 M0 表示 M 呆 的 初 值 . 区 知 丰 一 Mp = Coni 一 Mo)w( 注 谍 到 ， 
弄 沪 与 » 轴 正 向 相 皮 ,并 不 计 空 气 阳 方 ). 所 以 由 方程 131 ,得 


(CN hE = Cit — Mo)g + mw. 


即 旭 Mv 


de Bt NM -mr - 
方程 (4) 就 是 火箭 的 飞行 速度 的 微分 方程 
现在 来 求解 方程 (4) ,这 个 方程 足 变量 可 分 离 方程 , 由 初始 条 


件 一 ,所 以 
1- 性 


w= ut vln— HF- {5) 
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对 (5) 式 两 边 再 积分 ,并 注意 到 y| =0, 得 
aa 
刷 
(5).(6) 两 式 } 风潮 沁 ND 一 zt 之 0 时 才 有 意 头 .而 这 与 实际 情 
涡 总 是 符合 的 ,因为 M 不 可 能 减少 到 零 . 


参考 交 献 : [34],p.190- 193. 


123、 液 体 旋 转 的 角速度 是 如 何 确 定 的 


分 液 离心 丰 操 作 时 ,为 了 个 液体 达到 一定 的 高 度 ,需要 有 定 
的 旋转 角速度 . 没 坚 达到 高 度 x , 问 流体 的 族 转 谣 回 度 四 应 为 多 
人 A 人? 

解 : 芷 分 流离 心机 中 ,液体 以 等 作 
速度 wm 围绕 着 赂 简 的 轩 而 旋转 (如 图 
123). 取 阅 简 的 轴 为 x 加 ,并 令 = 贺 竹 直 
问 开 . 联 zz 轴 与 阅 简 底 的 交点 为 坐标 原 
点 .了 是 ,位 于 疾 简 底部 平面 中 的 六 币 
和 Y 轴 也 三 此 点 相交 .是 然 , 液 体 的 表亲 
是 -个 旋转 曲面 ,这 就 是 这 在 通过 旋转 
轴 所 作风 这 个 表 向 的 每 -- 个 重 直 截面 | 
中 , 询 得 到 了 同样 的 曲线 .因此 ,只 需要 这 中 的 流 面 图 
种 截面 中 的 任 - -个 来 加 以 研究 , 哑 可 得 
到 分 液 离心 机 中 被 面 的 方程 .有 了 滚 面 
方程 右上 器 以 得 到 为 使 流 体 达 季 高 度 z| 所 应 有 的 转动 前 速度 w 的 
值 . 

天 讨论 以 XZ 坐标 平面 截 割 旋转 面 所 得 到 的 断面 ,并 求 出 这 
个 断面 上 任意 点 Ptr,z) 的 殷 线 斜率 .位 于 PP 点 的 质点 Q@ 上 , 作 
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用 有 上 晒 种 力 ;(1) 重 万 rzg ,垂直 向 下 ,以 炙 量 更 表示 ;(2) 统 体 的 
上 叹 力 ,垂直 作用 于 液体 的 表 而 ,以 Pi 表示 .后 -个 旋 的 数值 为 未 
知 , 但 已 知 f 让 与 BN 的 合力 ,这 是 因为 质点 Q@ 洪 着 半径 为 z 的 贺 
周作 义 器 转动 ,所 以 它 的 加 速度 PM 的 方向 向 着 中 心 ,并 有 大 小 等 
于 ze 7 .这样 在 世 振 合力 和 -个 分 力 的 方 问 有 友人 大 小 后 , 妈 盯 炒 出 
男 一 分 力 一 一 庄 力 的 方向 及 大 小 .我 们 对 压力 的 大小 并 无 兴 超 ,但 
是 借 斯 压力 PN 的 六 向 可 以 立刻 确定 重 直 于 PN 的 切线 方向 . 这 样 
就 可 以 定 出 切线 与 x 轴 所 成 的 角 a .具体 过 程 如 下 : 
在 二 角形 MPN 中 ,和 角 和 NN 等 于 a. 从 这 个 二 角形 可 以 求 出 . 


dz _ oo [MP| _ mo _ wr 
dr 8° | MIN | mg £ 
2 
对 上述 方 程 和 性 = 纪 工 两 端 积分 ,得 
x gg 
pe 
es 
因为 + 二 0 处 ,坐标 z= zo=08, 于 是 局 = zo, 这 时 
忆 也 
< (1) 


方程 (1 就 是 旋转 曲面 断面 的 方程 式 , 它 是 抛物 线 方程 . 
下 面 导出 湾 面 的 曲面 方程 .由 于 这 个 曲 而 是 由 XZ 平面 上 的 

抛物 线 (1) 绕 x 轴 旋 转 而 得 到 的 ,所 以 只 要 在 方程 (1) 中 的 z 代 以 

Yr + (比值 表示 平行 于 XY 淮 标 面 的 平面 截 割 摔 物 而 所 得 辆 

周 的 半径 ), 即 可 得 到 液体 表面 的 方程 .于 是 这 个 旋转 扫 物 面 的 方 

程 是 . 

(r+) 

之 一 20 一 Du = 一 (2) 

有 了 液 面 方程 (2) ,容易 得 到 液体 旋转 的 角速度 名. 

在 容 胡 器 壁 处 ,液体 达到 的 高 度 是 . 


2 .2 


rw 
i (3) 


区 
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式 中 的 r 是 离心 机 的 半径 ,由 村 点 (zx,y,z) 在 容 问 器 壁 上 ,所 以 
z +y 二 .现在 来 求 液体 达到 高 度 < 时 所 需要 的 旋转 角速度 


由 (3) 式 ,得 
mT (4) 
E 式 中 的 z6 与 液 蛋 静 下 时 的 贤 度 严 及 = 可 以 证 明 有 如 下 关系 . 
zn =2h ~ Zz (证 明 见 后 ) (5) 
将 ( 引 式 代入 C4), 此 可 得 到 
= 了 VE 机 (6) 
《6) 式 就 是 为 了 使 液 性 达到 定 高 度 zi ,液体 所 应 有 的 前 速度 值 . 
关于 (5) 式 的 证 其 . 
因为 静止 时 的 液 蛋 体 各 zw 是 
tl (7) 
武 中 如 = 二 xr zj ,vz 是 曲面 (2) 与 平面 x 二 zy、z= z| 之 间 的 牙 居 
体积 ,其 值 可 计算 刘 下 : 
出 旋转 体 的 体积 公式 ,有 
V2 =x| zzd=r| 2 sd。 
= 全 (se = 
又 困 为 习 =r 产 ,所 以 由 (7) 式 ,得 
nr = mr 2 = (zi 一 20 ) 
lh hr = zr -名 (z| — xo) (8) 
jl 


出 (3) 式 知 六 = “Et 一 90), 将 它 代入 (8) 式 ,得 


‘ly 
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j 2 一》 38 0) (0) 
本 tt EE 
印 2 二 2x 一 (> 一 20 
Hr zo 2 ”人 1 证 上 毕 . 


戎 老 文献 : [321,p.43 一 46. 


124、 如 何 计算 同 水 槽 的 水 位 


如 图 124 所 示 ,和 在 半径 为 及 [ 米 ] 的 图 简 形 凡 : 水 档 中 ,开始 吉水 
到 于 [ 米 j]. 由 半径 为 rl[ 米 ] 的 纵 水 管 以 每 秒 mm 米 的 流速 纵 水 ; 同 
时 ,由 伺 于 槽 底部 的 平 径 为 xr,[ 米 ] 的 排水 管 排水 .已 知 排水 速度 


服从 托 里 斯 利 CTorriceli) 原 理 ( 即 流速 等 二 v2gh ,其 中 g 是 重 卢 
如 速度 ,六 是 水 位 的 高 度 ). 斌 求 时 间 + 时 的 水 位 vy. 

和 解 : 在 任意 时 刻 i: (其 相应 的 水 位 为 
y) 的 微小 时 间 回 隔 dz 内 , 贮 模 蓄 存 ( 或 减 
少 ) 的 水 量 等 于 给 水 量 与 排水 量 之 差 . 也 就 
足 说 : 

蓄积 水 量 = 供 给 水量 -排出 水 量 《1) 


由 吊 意 , 若 
蔓 积 水 量 = dv 二 xR’dy 
供给 水 量 = xri wdz 
排出 水 量 = rr mad 三 Fr Vv 2gydi 
所 以 根据 (1) 式 ,得 到 变量 可 分 离 方程 
Ridy={(riv — rv 2pgy)dr {2) 
岗 边 积分 ,得 


图 124 入 :水 补 的 前 面 图 


“2160 “ 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


了 工 
df+C=1C— 
赫 | | 二 2gy? 
(3) 式 有 问 的 积分 ( 记 作 1) 可 通过 换 元 积分 法 进行 计算 , 令 a = 
ri 办 二 V2gr2, 作 换 元 Y= by!, 则 dy= 襄 (Y-a)dY. 寺 


Pe | | 
4 0 Y 0 
本 a —V 2griy? — riviln(riv 
YY 3griyi)l+ C， 
J 
7 + C= 本 pit ol VIB riviln(riv ~ Vagri yt )) 


(4) 
由 初始 条 件 y ,日 ; 记 以 
一 2 下 人 -oa 
CT 1U1 V2g 2Hi riviln(riv Vv 2g 2 H?)] 
(5) 
将 (5) 式 代 人 (4) 式 ,整理 后 得 . 


2 R’ vy Rr? rivl -Dn 
t= (0 dj “一 | | 
这 个 和 公式 给 出 了 伴 有 给 水 的 图 简 形 巡 杆 排水 问题 中 时 间 * 与 
水 位 y 的 函数 关系 式 . 
六 外 ,由 (2) 式 得 
= 2 (6) 
此 式 表 示 水 位 的 变化 速度 . 它 的 正 或 负 , 表 未 水 位 上 升 或 下 降 . 上 由 
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于 RR 是 常数 ,所 以 可 根据 (riw -rz 2gy) 的 正 或 负 ,也 就 是 根 
据 给 水 速度 和 排水 速度 的 大 小 来 确定 水 位 的 上 升 或 下 降 . 当 两 者 


相等 ， 即 站 ma 一 72 V28y 时 ,和 = 0, 就 是 说 水 位 了 达到 >” 


rar2egr; 这 个 高 度 时 就 不 变 了 ， 

思考 题 :(1) 如 果 不 伴 有 给 水 ,而 其 它 条 件 相 同 , 这 时 应 如 何 建 
立时 间 上 与 水 位 y 之 则 的 微分 方程 ;(2) 如 果 贮 槽 是 倒 圆锥 形 贮 
情 , 如 何 处 理 伴 有 人 恒 速 给 水 的 排水 问题 ? 


参考 女 献 : |33|,p.204 一 206. 
125、 如 何 求 物料 干燥 所 需 的 时 间 


干燥 是 化 工 中 常见 的 单元 操作 ,干燥 过 程 就 是 把 含有 较 骆 水 
份 的 牧 料 经 过 处 理 变 成 含有 较 少 水 份 的 物料 的 物理 过 程 .现在 讨 
论 于 面 的 十 燥 动力 学 问题 . 

将 固 性 物料 放 在 一 直径 为 1.S 米 .长 为 15 米 的 转 简 十 燥 器 中 
用 空气 来 干燥 . 沿 转 简 全 部 长 度 方 向 都 装 有 物料 , 且 物 料 装 人 至 转 简 
横断 面 的 二 分 之 .物料 以 恒定 的 速度 进入 器 内 ,在 原始 的 物料 
中 ,于 物质 与 术 之 比 等 于 2, 而 干燥 的 厅 的 物料 中 ,于 物质 与 水 之 
比 等 于 10. 假 定 被 干 煤 物 料 的 体积 和 其 中 所 合 水 量 之 间 存 在 线性 
关系 .进入 干燥 器 内 的 物料 重度 等 于 500[kgjm ] ,而 最 后 成 品 的 
重度 等 于 330[ kg/m ]. 设 干燥 器 每 小 时 能 出 产品 220[kg], 并 假定 
十 燥 达 度 和 含水 量 成 正比 . 试 求 干燥 所 需 的 时 间 . 

解 : 从 所 给 的 条 件 可 知 ,以 二 物质 计算 十 燥 器 的 生产 能力 等 
于 200[kgjhj (由 于 产品 是 220 千克 ,其 中 于 物质 为 200 于 克 , 水 为 
20 干 呢 ). 由 于 过 程 是 稳定 的 ,所 以 每 小 时 通过 十 燥 器 的 每 - -个 断 
而 的 二 物质 也 是 这 个 数量 . 

设 vw 为 每 千克 被 二 如 物料 的 体积 , wm 为 其 下 所 含水 分 的 重 
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最, 则 根据 假设 w 是 六 的 线性 区 数 , 得 
VU am+h 
其 中 a 有 五 是 常数 ， 
再 没 w 基 物 料 通过 某 - :断面 时 的 速度 ,这 个 断面 离 装 料 口 的 


点 高 为 了 , 达 是 物料 的 横断 两 的 面积 ,由 题 意 知 它 等 于 干燥 丹 横 断 


面积 的 了 ,显然 物料 的 密度 p= 二 .所 以 每 小 时 经 过 干燥 器 任何 断 


面 的 物料 重量 等 于 
woF = 200| kg/h | 


在 上 式 中 以 于 代替 ,以 一 二 一 代替 p, 我 们 得 到 下 面 微分 方程 


dx _ 200 
am + b) (1) 


这 个 方程 式 中 含有 于 和 m 三 个 变量 , 宙 题 意 知 , 于 炬 速度 和 合 
水 量 成 正比 ,这 样 可 以 列 出 另 一 个 微分 方 各 
-YE = kn (2) 

在 干燥 器 中 的 空气 量 很 大 ,因此 其 中 所 合 的 水 分 量 可 以 看 作 
为 是 不 变 的 . 现在 利用 物料 在 干燥 器 进口 与 出 口 的 运动 速度 的 数 
据 , 来 求 系数 与 六 . 

从 题 意 可 知 , 每 小 时 进入 干燥 器 的 原料 等 于 200 x 3[ 千 克 ] 
( 因 其 中 于 物质 为 200 千克 ,水 为 400 千克 ). 又 因为 这 物料 的 重度 
等 于 500[kgjo7?], 则 其 体积 等 于 (200x3)5in[ma/h]( 因 为 重度 = 
重量 ， 
环 种 

另外 ,由 于 转 简 的 直径 d = 1. 5[m] ,所 以 物料 所 占据 的 干 煤 
器 的 横断 面积 等 于 


nl ru Li 0.785x2.25 


4 
由 于 物料 进入 干燥 髓 的 运动 速度 等 于 每 小 时 进入 干燥 器 的 原 
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料 体 积 除 以 物料 所 占据 的 于 燥 器 的 模 肠 而 积 ,所 以 进入 下 煤 前 的 
0D.783X2.23 200 x 3Xx3 2.0f mh] 


(200 x 3) 5005 a S00 x0.785 x3.25 
同 理 可 以 得 到 物料 高 开 干 煤 器 的 运动 速度 是 
220 .0.785x2.25 220x3 ol.13[mih] 


330 3 ~ 30 x0.785x2.25 
因为 物料 进口 处 与 出 口 处 的 sj 和 值 分 别 为 2 与 0.1, 料 这 些 数 
值 代 太 广 程 (1) ,得 
200x3 


| 
.200x3 
13 0 + 


昌 12— 340(2e + 6) 
1.13=340(t0. 14a+5) 
解 上 上 上面 方程 组 ,得 
a —0.00135,5=0.00319 
这 时 我 们 得 到 微分 方程 
可 工 


jr 34060.00135% + 0.00319) (3) 


另外 , 解 方 程 (2) , 田 := 时 Hi" Hn ,得 
p= me 旺 (4) 
将 {4) 式 代入 (3) 式 ,得 
FE =340(0.00135moe-* 4 0.00319) 


积分 上 式 , 得 


由 补 始 条 件 :了 
“0 


=0, 因 而 
一 必 
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C=340 0. 0 


将 上 式 代 人 (5) 式 ,得 
= 340 [o. 003197 + = 


这 个 公 下 给 出 了 干燥 器 医 度 .x 与 干燥 时 间 z 的 月 数 关 系 . 
公式 (4), 得 


0.00133rmo A 
El-e")| (6) 


将 上 而 的 二 值 代 人 (6) 式 , 得 


z=340 In 00319， 本 Te) 
一 1 时 ,和 解 出 : ,容易 得 天 下 燥 所 寅 时 间 为 
i111th) 


参考 文献 : [321,p.83-~ 85. 
126、 能 抓 住 走私 船 吗 


如 图 126 ,位于 原点 口 海 岸 的 我 辑 秘 船 ,发 现在 x 轴 上 4 
点 证 的 下 私 骼 ,下 以 蔡 最 天 建 度 mm 沿 平 行 于 Ow 轴 约 直线 让 审 . 
我 辑 私 船 迅 速 追 算 ,日 标 始 终 对 准 走 秘 船 ,及 其 速度 为 2 ,试问 
我 绀 秘 艇 多 长 时 间 内 可 抓 信 走 秘 船 ? 

解 : 为 答 单 起 见 , 没 1OA1= 1, 并 设 当 绀 私 船 妃 科 P(xr,y) 
时 ,走私 船 存 其 航线 上 的 Q@(1,y}) 处 .因为 缉私 船 的 目标 始终 对 淮 
证 秘 船 ,所 以 PQ 应 与 缉私 船 的 妃 踪 曲线 y= f(z) 相 壕 ,于 是 有 


印 
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上 式 两 端 对 求 导 ,得 
dy _ dy (1- dy_dy 


dx dr ~ ‘dr: dx 
dy (11 dy 
即 | 尼 ) (1) 


由 题 意 若 , 守 von (至 ] ， (2) 二 之 Wo0 
所 以 /( 宇 ) (下 = 2 旦 ,两 边 同 除 以 9 ,得 
1+ Ew =2 科 , 即 科 = 二 VIT(Y 
将 上 碟 代 入 (1) 式 ,得 


v1lt{y) =2(1 zx)}y (2) 
这 是 一 个 形 邵 y= f(zx,y) 的 可 隆 阶 方程 ,其 初始 条 件 是 


y =0,y| = 人 0. 


= 工 一 


、 0 -” dP dP 局 工 
设 yy = P,y I 


两 边 积分 ,化 简 得 
P+vVI+Pi=C(1-x): > 
Ll.y) 


由 PP 0, 得 人 =1 
所 以 


P+VIT+ 严 一 (1 一 z) 二 


由 于 oO 和 有 0 


-P+YI+ 王 =(P+YI+P2) 
= (1-- 工 六 


图 126 追踪 曲线 


所 以 P= 地 [(1 一 xz) 二-(1- xz) 
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即 dy=5[(1- x) 3 -(1- zx) ]dzr 
对 下 式 两 端 积分 ,得 
yy 二 三 人 人 放 + 本 (1 一 工 ) 十 


由 于 y| ，=0, 所 以 C= 子 
所 以 得 到 追踪 曲线 方程 为 
y=-(1-x 和 + 到 (1-z 袜 + 到 (3) 


存 上 式 中 ,如 果 令 了 = 1, 则 y= 拖 . 也 就 是 说 , 当 走 私 船 驶 至 (1， 


二) 处 正 寻 被 我 缉私 船 抓获 


思考 题 : 当 缉 私 船 的 速度 与 走私 船 的 速度 相同 时 能 百 抓获 走 
私 船 ,为 什么 ? 


127、 动 物 数量 能 够 预测 吗 


动物 党 殖 是 一 个 非常 复杂 的 问题 ,但 是 如 果 把 影响 繁殖 的 许 
多 次 要 因素 忽略 掉 或 简单 化 ,我 们 仍然 可 以 用 微分 方程 来 描述 动 
物 繁殖 的 近似 规律 ,从 而 预测 动物 的 未 来 数量 . 

现 考虑 --- 种 与 外 界 完全 刚 绝 的 某 种 动物 ,这 里 所 说 的 与 外 噶 
完全 天 绝 是 指 它们 中 加 除了 本 族 的 出 生 和 死亡 之 外 ,是 无 迁 出 也 
无 迁 人 . 设 在 上 时 间 内 这 - -种 动物 的 数 日 为 N ,并 设 它们 的 出 生 率 
利 死 广 率 分 别 为 蒜 与 -假定 它们 当 生 数 与 死亡 数 都 和 上 时 的 动 
物 数 及 时 间 成 正比 .现在 讨论 动物 数 N 与 时 间 : 之 间 的 郴 数 关 
系 ， 

解 : 设 [ 1,t +di 时间 间 隔 内 动物 数 的 增 量 为 dN ,由 题 意 ， 
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厦 : dr 时 间 内 这 类 动物 的 出 牛 量 与 敖 产 量 分 别 为 vdt 5 mNdi. 
根据 
增 量 = 出 征 晶 一 死亡 量 


容 场 得 到 dN = PNG 一 了 Ri C1) 
如 dr 一 rR (1 
如 果 初 始 条 件 为 N | ”= No , 解 上 释 量 可 分 离 方 程 ， 
和 r 有 NM NN 
二 j= 《一 mV 
,1 NN 
则 RN 
或 写成 N= Je (2) 


从 上 式 看 出 ,如 果 n> , 则 动物 数量 将 无 限 地 增加 ;如 末 jw >> 半 ， 
则 动物 数量 将 逐步 减少 , 赵 于 灭亡 ,这样 的 结论 是 非常 天 真 的 , 事 
实 决 不 会 如 此 简单 . 为 此 生物 学 家 上 及 数学 家 根据 统计 数据 对 ?mm 
作 了 修正 ,使 结果 能 更 符合 事实 .比如 , 设 

二 BN 二 p+gN, 式 中 a,b,p,g 均 为 正常 数 . 上 面 卫 
式 说 明 出 生 率 与 死亡 率 已 不 再 是 常数 ,而 是 N 的 线性 明 数 ,前 者 
随 NA 均匀 减 小 ,后 者 随 N 均 名 增加 .这 时 方程 (1) 化 为 

dN= {a ~ BN)Ndi — (p+ oN) Nd 


dN=(b+ oN (G72 一 Njd 


4 三 -PP 
令 =b+q,l= 儿 了 , 则 上 式 化 为 


dN = EN(T — N)dt 


即 ES 
- = - 
积分 上 式 ( 注意 到 Ee [i= 机 .| ) 
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_ 六 diy 
,qr | NTT 一 


， N _ _ | 

得 i I in FN. 

a re No Er I 

或 NO Ne 1+ {二 — kt 
NN 本 


(3) 


其 中 Ni 是 1=0 时 的 动物 数 , 不 论 初代 No 是 多 少 , 雪上 + oo 


时 ,NN 的 极限 总 为 7 


可 以 用 实验 的 方法 对 不 网 的 问题 象 人 口 的 成 长 .传染 病 的 发 


线 . 


生 率 等 来 兢 定 (3) 式 的 图 形 .这 个 图 形 称 为 迎 辑 斯 训 ({TLogjstic) 则 


出 可 以 利用 (3) 式 来 预测 动物 的 数 里 .例如 ,已 短 以 百 万 为 单 
位 的 基 种 动物 在 1890 年 时 为 13,1940 年 时 为 和 ,1990 年 时 为 
122, 试 预测 2040 年 的 动物 数 N .在 计算 时 以 和 0 年 为 工 个 时 间 单 


位 ,出 N| =13N =-50,N| ”=122, 容 易 从 (3) 式 得 到 No 


二 13,7 一 195.7, 上 二 8.02x10 .于 是 这 类 动物 的 繁殖 函数 是 


14.05e 13 
当 t=3 民 大 上 式 , 得 


195.7 
N= T7140 Ta 174( 百 万 ) 


所 以 2040 年 的 动物 数量 是 174( 百 万 ) 只 . 


参考 文献 [34],p.62 一 63， 


128、 毛 细 管 中 的 液体 的 流速 是 如 何 分 布 的 


设 液 体 在 毛 组 管 中 的 流动 是 区 定 流动 ( 即 流 动 速度 与 时 间 无 


A 
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- 


图 128 -1 毛 顷 管 中 访 体 的 流速 分 布 图 


图 328 -2 空心 圆柱 体 状 毛细 稍 


关 , 只 与 位 置 有 关 ), 管 的 半径 R 要 比 长 度 I 小 得 多 .毛细 管 的 管 
壁 上 有 一 层 不 动 的 薄膜 .图 128 一 1 表示 毛细 管 及 流动 被 体 的 纵 剖 
面 , 当 补体 从 管 壁 移 向 管 轴 时 ,液体 的 流动 速度 mw 逐渐 增 大 . 试 求 
液体 的 流动 速度 沿 着 毛细 管 的 半径 > 的 分 布 陋 数 . 

解 : 可 以 设想 在 补体 中 ,和 毛细 管 的 轴 平 行 放 着 - 块 面积 为 
F 的 平板 .由 于 各 层 流 体 的 运动 速度 不 - - 样 ,它们 之 间 就 产生 麻 
擦 力 ,如 平板 下 放 在 如 图 128 一 1 所 示 的 位 置 , 则 上 上 层 液 体 将 促使 
下 层 液 体 运 动 ,但 同时 下 层 补体 将 延缓 上 层 液体 的 运动 . 

根据 牛顿 粘性 定律 ,作用 于 面积 下 上 的 为 f 等 于 

f= 和 (1) 

尺 中 了 是 比例 营 数 , 即 禄 体 的 粘度 . 

现在 米 计 论 空心 圆柱 体 状 的 液体 ,此 空心 阅 柱 的 内 半 答 为 >， 
外 半生 为 r+ 和 rr. 设 它 的 轴 与 毛细 管 的 轴 相 重合 (如 网 128 -- 2)， 
内 为 dr 很 小 ,因此 可 以 很 定 在 这 个 空心 圆柱 林 中 的 液体 分 子 的 
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速 担 是 相同 的 ; 取 加 柱 的 长 度 为 一 个 单位 .在 这 个 图 柱 的 内 表面 
2rr 受到 下 力 的 作用 : 


dau 


三 三 下 "2 本 
其 方向 与 运动 方向 相同 . 
在 这 个 圆柱 的 外 表面 上 受到 相 度 的 力 的 作用 ,其 天 小 为 : 
do Cy 
万 三 一 ?2r 了 一 (yz2rr 和 
因而 两 力 之 和 和 为 
ftf=-d Per)=-2x9(7 +)dr (2) 
当 稳 是 流 动 时 , 摩 握力 的 大 小 应 当 和 促使 空心 图 柱 沿 着 轴 流 
动 的 力 相 等 ,这 个 促使 空心 圆柱 流动 的 力 决 定 于 压力 降 , 在 毛 纳 管 
中 此 压力 降 是 线性 减 小 的 ,因此 单位 长 度 的 空心 圆柱 的 两 端的 压 
力 降 等 于 P, -~ 己 .这样 扒 动力 就 等 于 


2xr(P, — P,)dr (3) 
所 以 ,由 届 ) 式 右 端 与 (3) 式 相等 ,得 
2 
-2x(r + jdr=2rr(P, ~ Pdr 
dw ,du_ _ Pi-P, 
"dr dr n 
do ldw_ 1-—P, 
7 (4) 


这 是 一 个 可 降 阶 的 二 跻 方程 ,如 果 令 
dam Pi—-P;_ 
Er 
则 方程 (4) 变 为 


这 蚌 一 个 一 阶 线 性 方程 ,容易 求 得 
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从 星 可 得 : 


对 省 式 两 端 积分 ,可 得 

w= Clnr — -2,2 下 二 
因为 :一 0' 时 ,运动 速度 是 -- 个 有 限 数 ,所 以 C= 0. 另 外 , 当 r= 
民 时 , 运 万 速度 m=0, 所 以 


_ PI 2 _ 2 
所 以 cw 一 产 】 (6) 


方程 (6) 给 出 了 液体 的 运动 速度 沿 着 毛细 管 尘 径 的 分 布 情 况 . 
利用 (65) 成 可 以 计算 每 秒 流 过 毛细 管 截 面 的 流 其 包 , 具 体 过 
程 好 下 : 
考虑 1r,r+drj 上 圆 环 面 的 流量 
d= wfrjdo :eofr)2rrdr 


所 以 = 『 了 Trydr 一 二 Se 一 -- 2 到 2 二 六 )dr 


47 
_x{D, ze a 人 Se aR 
于 是 在 时 间 t 内 ,液体 的 总 流量 等 于 
_ 亚 Pl p, 4 
Q.= gg 人 
对 于 长 度 为 工 的 毛细 管 , 则 总 流量 为 
P P 
Qi = 名 Re t (7) 


昌 (7) 式 ,将 和 解 出 ,得 
“28 
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Th - P; 
7 8 QL 
从 这 个 公式 又 可 以 确定 液体 的 粘度 7. 


R': 


参考 文献 : 132],p.175 一 177. 


129、 如 何 建立 固体 物质 的 溶解 速度 常数 的 
方程 式 


设 有 一 球形 的 均 各 园 体 溶解 于 化 学 活性 的 溶 禄 中 ,并 县 洲 解 
一 殉 分 于 的 园 体 物质 要 消耗 - : 克 分 子 的 洲 剂 .要 求 列 出 决定 固体 
物质 的 带 解 速度 常数 的 方程 式 ， 

解 : 设 辣 去 示 在 过 程 开 始 了 = 人 0 时 球 的 站 答 ,r 表示 球 在 ， 
贱 半 时 的 洗 径 .Y 表示 1 克 分 溶质 的 体积 ,x 表示 到 瞬间 : 时 所 
深 解 的 溶质 的 克 分 子 数 ,a 表示 开始 时 溶剂 的 克 分 子 数 . 

在 朋 间 + 时 的 溢 解 速度 与 1 时 的 球形 面积 S$S 和 到 瞬间 1 时 余 
留 的 效 剂 量 a 一 xz 成 正比 , 即 有 

dz 


jr Sta- zx) (1) 
式 中 的 二 是 比例 常数 , 系 为 所 求 的 洲 解 速度 常数 . 
由 于 在 瞬 剧 上 时 妹 的 体积 等 于 Srr?, 则 z 克 分 子 已 游 物质 
的 体积 为 
= 一 六 ) 
在 上 式 中 解 出 7 ,得 
i 3rV 
(4 
于 是 可 得 天 有 瞬间 上 时 球 的 表面 积 $S 如 下 ， 
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S=4rr =4r[ 7 0 ew (2) 
T 


将 (2) 式 代 人 (1) 式 ,得 


2 
-~ EE 
和 =4rk [7 | fc 一 全 
T 


由 此 得 
co -=4rkdi (3) 
(3-) ( = 
为 了 将 方程 (3) 两 边 积分 , 作 如 下 变换 


二 = as =piag— hr = 
-可 2 
do ab=n r= ; = 
丁 是 (3) 式 堪 端 化 为 
dz -3zdz __ 3dz 
ee zpbla—z) br-ap 
~ .3dz _ _ 3dz 
ao -2 aotn’ ni—2z’ 
这 样 (3) 式 左 端 的 积分 为 
dz 器 六 
| oe “十 于 之 十 2 
= 二 | 痉 (z+2n)dz 
RR n Jn it+nete 
a 二 加 之 六 十 于 
加 yln(n 2) + | = ee, 
3 dz 
| 
站 + 如 ) + 
” 可 于 
UO a 
2n 
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LY¥3 2z 
二 


-atc tg 
于 


《3) 式 的 右 映 各 分 为 4xkzt .于 是 方程 (3) 两 喘 积 分 后 ,得 
-二 In(n 2) + Liln( e+ ne + 7) + ore tg es 


= ner 
还 原 到 原来 的 变量 x , 则 得 . 


本 | In 


所 《ae 一 ab)s + {ap ah) (a -6 好 二 (an 一 Br)s 


(a ab yd (a — be) 


这 


2(a0 一 br) + (a ~ ab)3 
v3(an 一 ab )3 
由 初始 条 件 :t 二 0 时 ,= 二 0 与 + 二 ro 可 以 确定 常数 已. 
(4) 式 就 是 固体 物质 的 溶解 速度 常数 的 方程 式 . 车 用 数值 代替 
方程 中 的 种 符号 , 则 容易 算出 点 值 . 


+ 3arc tg -| 十 但 一 dt (4) 


参考 文献 : [321,p.538 一 540. 


130、 血 液 的 流速 “ 


图 130 表示 血管 的 一 段 , 其 长度 为 工 . 左 端的 血 放 为 Pi , 右 端 
的 血 庄 为 也; ,了 >P;. 设 此 直 管 的 半径 为 民 , 试 求 血液 的 流速 ， 
解 : 由 于 血液 流动 是 连续 的 稳定 流动 ,因此 推动 血液 前 进 的 
力 席 该 等 于 它 所 克服 的 旺 力 ， 
考 感 平 径 为 ,长 为 工 的 … 段 血 柱 .推动 其 前 进 的 轧 为 : 
上 =xr (CP, = 
* 231 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


图 1 和 蛮 符 的 -有 段 


由 粘 浪 流体 力学 知识 ,有限 止 曾 渡 前 进 的 力 为 : 


Fy = — nanrl oY 


lr 
其 中 了 为 血液 的 粘 灌 系 数 , V 为 血液 的 流速 
令 Fi = Fi, 则 有 如 下 的 微分 方程 : 
— pn2mrl. a 一 wr (CP 2 
Pi 


册 由 大 一 -dr， ,区 边 同 时 他 . 
Ps KK 
得 : | av= -Sp | rar 
所 以 VR)- V(r)= (Rr) 0) 


由 于 血液 的 粘 滞 性 ,次 滚 在 而 等 中 心 和 边缘 的 流速 是 不 同 的 . 
在 血管 横 截 面 上 到 坐标 7 ,原点 在 血管 中 心 ,显然 r=0 处 流速 最 
大 :,r= 上 愉 处 流速 为 零 , 即 V(R)=0, 代 入 (1) 式 ,得 ， 


VO) CR pe 
由 上 式 中 看 出 如 下 的 生理 意义 ;(a) 儿 被 的 流速 与 其 粘 谐 系 
数 成 反比;(5) 血 液 的 流速 与 血管 首 端 与 忆 端 的 压力 差 成 十 比 ; 
(cj) 血液 弧 流速 与 息 管 半径 R 有 闫 ,RR 大 则 流速 大 ,R 小 则 流速 


小 ， 


参考 文献 : 136],p.275~277. 
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131、 和 伯 努 利 方程 


伯 努 利 方程 基 能 量 守 恒定 律 应 用 到 流体 上 的 -~… 种 表达 形式 ， 
下 曾 通 过 建 谋 理想 流体 运动 的 微分 方程 , 沿 流 线 进 行 积 分 , 扒 蛙 出 
伯 努 利 万 程 . 


Pan | 


国 f31 1」 理想 流体 中 鼎 访 管 


如 图 131 工 , 堆 虚 理想 流体 中 : 段 流 管 , 设 该 段 流 管 长 为 di， 
越 面积 为 dS ,流体 的 速度 为 ,密度 为 p, 流 管 左 截面 处 水 平 高 度 
,作用 于 左 截面 的 压力 为 Pd5 , 右 截面 处 水 半 高 度 为 六 +(d 伟 ,和 恬 
用 于 右 截 面 的 应 力 为 ( 忆 了 dl) ds ,此 上 段 流 体 的 重力 洛 流 线 方 
问 的 分 力 为 pw didSeos a fn )》 ,因此 
作用 本 dz 上 上 滞 流 动 卢 向 的 合 万 为 : 

Pqs— (P+ di)dS -pgdidSens 0 


es ( 瑟 t+ pg cos gjdids 


根据 牛顿 第 一 定律 ,该 全 性 点 等 于 质量 pdidS 与 沿 流 动 坟 向 如 速 
度 生 的 旺 程 ,又 四 为 oos 0= 全 ,14 比 得 


了 ei 中 
di dr- 
"2 ， 
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.du aud _ du ~ 4 且 ， 
由 于 二 了 家? 可; 代 人 上 式 , 得 : 


_dP _ dri, dv 

df Bq dd 
将 七 式 沿 流 管 积分 ,得 

P+ 与 + pgh 一 常数 


或 扬 + 扫 上 砚 一 常数 
妃 林 mh 


(1) 


这 就 是 伯 努 利 方 程 ,其 中 全 是 单位 质量 流体 所 具有 的 动能 ,gh 是 


单位 质量 流体 所 具有 的 势能 ,而 则 是 单位 质量 流体 所 具有 的 三 
强 能 ,这 一 项 是 流体 所 特有 的 . 所 以 上 式 说 明 ; 单 位 质量 的 理想 流 


体 , 在 同 -- 流 管 中 各 处 所 其 有 的 总 能 量 是 相等 的 . 


伯 努 利 方 程 的 应 用 : 


怕 努 利 方程 的 应 用 很 广 , 下 面 利 用 伯 努 科 方 程 导 出 的 计算 流 


量 的 公式 , 仪 是 -- 个 方面 的 应 用 . 


设 -- 水 池 ( 匀 131 一 2), 在 向 壁 开 一 小 和 孔 , 筷 流 出 的 流量 等 于 
流 进 水 池 的 流量 ,所 以 水 池内 水 的 体积 不 变 ,从 而 水 面 的 高 度 不 


变 , 在 这 种 情况 下 ,流动 是 稳定 的 . 
设 小 筷 与 水 面 的 距离 为 ,并 假 
定 小 孔 2 处 的 流 线 是 从 水 面 1 处 出 
发 的 , 芷 水 面 处 水 流速 度 为 ww, 在 小 
筷 处 水 流速 度 为 vz ;并 和 在 小 和 孔 外 及 . 
水 面 土 的 压强 都 等 寺 大 气 正 Po. 将 
伯 粤 利 方程 应 用 到 流 线 1 到 2 上 ,可 


得 : 阁 131 一 2 水 池 示 意图 


| 1 
到， 十 2 put + sah = Po 3 O03 
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由 于 水 面 的 面积 比 小 天 的 面积 天 很 多 ,可 认为 zj =, 出 上 式 可 得 

了 一 二 (2) 
式 42) 叫 托 里 拆 利 公式, 与 自由 落体 公式 相同 , 即 理想 液体 从 小 筷 
流出 时 ,其 流出 速度 的 绝对 值 等 于 液体 从 水 面 自由 落下 到 筷 口 的 
速度 绝对 值 . 


参考 文献 : [421,p.143 一 145， 
132、 赤 道上 需 多 少 颗 通讯 卫星 


计划 将 一 显 通 讯 册 是 送 大 地 球 赤 道 二 空 的 静止 轨道 . 为 了 保 
持 该 卫星 对 地 球 的 相对 静止 ,该 通讯 卫星 的 运动 速率 .轨道 的 高 度 
应 为 放 少 ? 和 欲 使 赤道 上 的 所 有 点 至 少 与 一 颗 通讯 卫星 保持 联系 ， 
在 赤道 上 和 需要 有 老少 颗 通 读 卫 星 ? 

解 : ”如 图 132 -1 所 示 , 引 八 极 坐标 系 .将 通讯 卫星 与 地 球 看 
作 质 点 ,根据 牛顿 第 定律 和 万 有 引力 定律 ,卫星 和 的 运动 方程 由 下 
式 给 出 : 

- mni 


MrT TH 问 e; 
扩 


其 中 ~ = re, 表示 卫星 的 位 置 撩 量 , 入 是 卫星 的 质量 , M 是 地 球 
的 质量 ,g 是 万 有 引力 常数 . 
r=(r- De, + (2 + re, 
有 所 以 运动 方程 可 被 写 为 . 
(r -76 )e, + (270 + re)e, = -Ee, 
竺 式 两 边 e, 和 e 上 的 分 量 应 分 别 相等 ,所 以 有 下 出 等 式 . 
让 (9 


rr 
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地 奈 质 量 M 


网 132-1 了 村 轨道 水 意 略 


2r 了 + 了 = 有 (2) 
对 于 句 速 运动 ,= 常数 , 则 名 =00, 由 (2) 式 得 x = 人 0, 所 以 为 
一 个 常数 ,不 妨 设 = a, 妈 卫 明 的 运动 轨迹 是 一 个 半径 为 & 的 


同 . = 。 则 0 一 0 所 以 由 (1) 式 可 得 :ca 反共， 


好 9= (2 ) (3) 


悍 
地 球 白 转 - 圈 所 用 的 时 间 为 24 小 时 , 那 
么 通讯 王 时 绪 静 正 轨道 一 图 所 用 的 时 间 十 也 
是 24 小 时 , 即 工 =24 小 时 =8.64x 0 秒 : 
由 (3) 式 有 d9= (gMia jd (4) 


对 (4) 式 两 边 同时 积分 ， [a d8 = 


， 
| (eMia’ Ye de, 


2 
得 2r= (2 ) 
Li 
2ra™ 
T=7 nin 
(gh ) 终 132 -2 卫星 覆 
a=|18.64x10 x (gM) Pre 盖 的 范围 


到 =6.67X10 "mikg 1s 2， 
- 236 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


AT 一 35.0976X102kg 
a =4.22x 10km 
设 刻 是 静止 卫星 的 高 谋 ,R 是 地 球 的 半径 ,那么 及 二 尺 ==a 王 
4.22x 10'km, 汝 此 R=0.64x10'km, 所 以 =3.58 X10'km. 
卫星 的 速度 拓 量 为 Ff = abey, 1 星 的 运动 速率 沟 VW = ab = 
MA 1 了 tf 习 
ws 
BiB V3.07kmnis. 
为 了 求 恒星 的 个 数 , 我 们 要 求 a 的 大 小 ,如 图 132 一 2 所 不:. 
_ RR .0.64 
OOS oiR 422? 
所 以 - 颗 卫 量 在 赤道 上 所 覆盖 的 角度 大 约 为 162". 因 此 至 少 归 三 
园 卫 星 才 能 使 杰 道 .| 的 所 有 点 训 与 - 晒 通 信 卫 星 保 持 联 系 . 


到 一 站 | 


参考 文献 : [48|. 


133、 反 刍 动 物 的 食物 通道 


鹿 , 茸 . 出 羊 . 牛 等 都 是 反刍 展 的 动物 . 它们 具有 复杂 的 胃 , 刚 
号 进去 的 食物 未 经 嚼 人 碎 就 进 人 到 “个 贮藏 室 ,这 个 贮藏 室 就 是 反 
刍 动 物 的 第 一 骨 宗 也 叫做 痛 骨 .然后 , 当 食物 被 唾 碎 后 就 由 重 辫 胃 
进入 争 壬 ,在 这 里 它 被 进 - - 步 央 ,并 缓慢 地 进入 肠 内 . 为 了 得 到 
食物 通过 消化 道 这 -过 程 的 数学 描述 ,Blaxter、Graharn 和 Wain- 
man 在 1956 年 担 出 以 下 的 模型 ， 

解 : 设 r(z) 表 示 z 时 刻 瘤胃 中 食物 的 数 基 ,在 t=0 时, 它 
为 已 知 量 ry:u(it) 表 示 # 时 刻 皱 胃 中 食物 的 数量 ,在 1 一 0 时, 
=0.r(E) 减 少 的 速率 与 x 成 出 例 . 假 定 dajdt 由 以 下 两 项 组 成 ， 
-个 是 增加 的 比率 等 于 > 减少 的 比率 ,再 有 就 是 它 减 少 的 比率 与 
# 成 比例 .这 样 ,我 们 就 得 到 下 面 的 线性 微分 方程 . 
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da 


二 下 1 一直 1 44 


这 里 六 0, 上 ,之 0 为 常数 ,它们 叫 敌 消化 率 ,假定 天 关 . 


C1) 


(2) 


设 v(t) 表 示 7 时 刻 已 进入 十 二 指 肠 的 食物 的 总 量 ; 设 w(1) 
表示 大 便 的 量 . 因为 十 二 指 肠 可 以 得 到 来 自 争 置 的 同样 多 的 最 ,所 


以 得 下 面 的 微分 方程 : 


dr -2* 


(3) 


最 后 还 假定 从 动物 体内 排出 的 大 便 具有 不 变 的 时 间 延 壕 z， 
而 且 甸 上 星 进 入 血管 中 的 损耗 ,我 们 得 出 在 1 一 + 时 ,rw(1) 二 vv, 这 


就 是 ,对 于 六,w(tt)= vlr 一 工 )， 
整个 消化 过 程 可 以 用 下 面 的 图 式 说 明 ; 


时 间 芷 退 
六 -> 一 一 全 一 
| | | . 指 瑟 去 相 


由 (1) 式 及 初始 条 件 r(0)= 0, 得 :二 roe- 
代入 (2) 式 ,得 :下 * ku 一 十; roe 上 1 
又 +=0 时 ,4 二 0, 则 此 一 阶 线性 微分 方程 的 解 为 : 
7-0 友 1 


此 下 
下 ke ee 2} 


由 (3).、(6) 两 式 ,w = 此， | (td 


kae MRie ‘2*) 


三 mm0 一 机 
最 后 ,将 (r 一 r) 代 人 (7) 式 wr). 
图 135 给 出 了 rfr u(t)、rw(t) 各 函数 的 图 象 . 


参考 文献， [41],p.293 一 295. 
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(4) 


(5) 


(6) 


(7) 
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图 1333 到 刍 动物 的 食物 消化 过 程 


134、 恒 速 静脉 滴 注 的 一 室 模型 


恒 速 静脉 滴 注 的 给 药方 法 有 若干 优点 .首先 ,在 病情 危急 时 ， 
抗生素 和 药物 可 方便 地 和 静脉 输液 .电解质 或 营养 液 一 起 输 注 给 
药 .第 二 , 输 注 速度 容易 调节 ,可 以 满足 不 同 患 者 的 需要 . 第 三 , 重 
定 的 输 注 可 避免 血 药 浓度 的 峰 (最 大 值 ) 谷 (最 小 值 ) 波 动 .这 点 对 
于 治疗 指数 狭 窑 的 药物 尤为 重要 .下 面 我 们 来 研究 恒 速 静脉 滴 注 
的 一 室 模型 . 

解 : 恒 速 静 滴 的 - - 室 模型 如 图 134 -1 所 示 . 

假定 药物 以 恒定 的 速率 &。 进行 静脉 滴 注 , 按 一 级 速率 过 程 
(速率 常数 为 上) 消除 ,在 时 间 +, 体 内 的 药 量 为 万, 则 有 如 下 数学 
模型 : 

dD 


于 > 各 一 可 
在 初始 条 件 :=0,D=0 之 下 ,不 准 六 得 其 解 为 . 
D= 0 ea] 


一 VC,V 为 表 观 分 布 窜 委 ,为 时 间 ;* 的 血 药 浓 度 ， 
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C= 如 = 纹 (1-e“?) ER 
出 (1) 趟 知 , 应 药 请 度 在 种 滴 开始 后 随时 间 上 
升 ,并 移 于 一 个 稳定 的 水 平 C,: 
Cs = lim on (1—e *)™ (2) 
这 个 稳 态 应 药水 平 , 称 为 评 水 笠 或 坪 深度 . 是 然 ， 村 
二 水 平 与 &u 成 赴 比 , 即 项 滴 速 率 越 大 ,所 达 同 的 
于 水 于 避 起 交 加 134- 1 丁 速 


将 (了 0) 式 除 忆 (2) 式 , 我 们 得 到 在 时 间 上 血 药 静 病 的 京 模 丽 
浓度 达到 终 水 平 的 分 娄 


个 0 的 3 


f= le “le We (3) 


由 此 可 网 ,达到 稳 态 的 速率 与 滴 注 速率 &, 无 关 , 例如 , 当 滴 广 
持续 时 间 等 于 半 倒 期 tm 的 5 倍 时 ,由 (3) 式 算得 A=0.969, 好 这 
时 血 药流 度 将 达到 坪 水 平和 的 97% , 当 持 续 滴 注 7 信 于 半衰期 长 的 
时 间 , 血 药 浪 度 约 为 去 水 站 的 99.2%. 

当 实际 上 可 认为 已 达到 坪 水 斗 后 ,如 停 牛 滴 注 , 则 以 后 血 药 浓 
度 ( 特 记 为 C ) 的 变化 率 呵 表 为 :7 = -&" ,这 里 1 代表 滴 注 停 
止 后 经 历 的 财 间 .在 初始 条 件 1 =0,C =of 之 下 ,容易 解 得 : 


- Br 


ko 
Ct -pe 
如 果 尚 未 于 到 幸 水 平 就 俘 上 上 滴 注 , 设 当 人 时 1 = 本, 网 由 {10) 式 ， 
当时 血 结 浓度 为 . 
- kn 一 此 
,= itl 心 ) 
而 -… 俊 滴 注 个 止 , 和 区 浓度 便 按 -级 巡 染 计 程 下 降 , 此 有 : 


et Di 
一 一 心 


《人 
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应 药 六 莫 
各 
刁 - 
训 
闻 


图 134 -2 停止 蔚 且 漓 注 前 上 乒 的 血 药 被 度 曲线 


参考 文献 : |39],p.110~113. 


135、 主 动脉 压 


主动 胀 必 一 个 大 的 血管 . 当 动 脉 血 离开 心脏 后 首先 经 过 主动 
脉 .在 心跳 周期 的 收 弟 斯 ,在 压力 的 和 作用 下 ,; 血 从 心脏 被 穴 出 进入 
EE 动脉 的 一 端 .此 时 ,主动 脉 壁 扩张 ,大 约 容 纳 左 心室 射出 血液 的 
213, 其 余 1/3 流 至 外 周 . 在 舒张 期 ,没有 血 被 流 进 主动 脉 ,此 时 主 
动脉 壁 发 生 弹 性 回 缩 ,从 而 把 血液 挤 坦 主动 脉 并 使 其 进入 体循环 
系统 . 

135 一 1 给 出 了 心脏 .主动 脉 及 循环 系统 示意 图 . 设 V 表示 
f 时 刻 主 吕 脉 的 体积 , P 表示 + 时刻 主动 脉 内 的 血压 ,假定 
VY= Vo+RP, 共 中 Vo 和 上 《是 常数 . 

体积 的 变化 率 dVidi 等 于 心脏 泵 进 主动 脉 的 血 的 比率 减 去 
流出 主动 脉 进入 循环 系统 的 血 的 比率 .由 流体 力学 知识 ,流出 动脉 
进入 循环 系统 的 血 的 比率 正比 于 推动 血 的 庄 力 . 因 此 有 ， 


dV i 
下 CP 
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("SS 


图 ]35 一 1] 疙 用 .主动 肪 及 循环 系统 示意 图 


其 中 是 常数 ,F(z) 是 心 胜 泵 进 主动 脉 的 血 的 比率 . 
假设 F(1) 是 已 知 的 1 的 函数 ,有 目 有 图 135- 2 所 示 的 形式 .在 
舒张 期 FLi) =0, 在 收缩 期 (i) = Asin wt ,其 中 Ot<naw. 


收缩 期 计 米 期 
攻 135 一 2 Fis) 的 图 形 


由 V=Vo+ 刀 ,得 他 = 时 ,所 以 我 们 得 到 下 面 的 微分 方 


程 : 
pg dP 4 Cp FEE) 0, 在 舒张 期 ; 
dz Asin wt ， 在 收 第 期 0<z<xiw 
求解 此 微分 方程 ,得 . 


在 收缩 大 0<z<xiw 
P=Pe “+A(C?+ wk) [oRe oi* 
t+ Csin wr — a cns wr | 
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其 中 PP 明 上 =0 时 ( 印 收 顷 期 开始 时 ) 的 王 动脉 压 . 
在 舒张 期 有 已 一 Pie ce 
其 中 已 | 是 收缩 期 末 时 的 主动 脉 压 . 


参考 文 喜 : [491,p.514 一 515. 


136、 他 是 嫌疑 犯 吗 


受害 者 的 尸体 于 晚上 7 了 :30 被 发 现 . 法医 于 晚上 8:20 赶 到 凶 
案 现 场 , 测 得 让 体温 度 为 32.64 ;一 小 时 后 , 当 户 体 即 将 被 抬 走 
时 , 测 得 尸体 兆 度 为 31.4f , 室 次 在 几 小 时 内 始终 保持 在 21. 1T. 
此 案 最 大 的 嫌 疑犯 是 张 某 ,也 张 某 声 称 自己 是 无 菲 的 ,并 有 证 大 
说 : 下午 张 某 一 直 在 办公 室 上 班 ,5:00 时 打 了 一 个 电话 , 打 完 电 
语 后 就 离开 了 办 公 室 .从 张 某 的 办 公 室 到 受害 者 家 ( 邮 案 现场 ) 步 
行 需 5 分钟 ,现在 的 问题 是 : 张 某 不 在 弛 案 现场 的 证 言 能 否 使 他 被 
排除 在 嫌疑 犯 之 外 ? 

解 : 设 T(z) 表 示 ! 时 刻 丫 体 的 温度 ,并 记 晚 8:20 为 上 =0， 
则 TC0)=32.6C ,T(1)=31.4T 

假设 受害 者 死亡 财 体 温 是 正常 的 , 即 荆 = 37 亿 要 确定 受害 考 
死亡 的 时 间 , 也 就 是 求 T(t) = 37C 的 时 刻 工 ,. 如 果 此 时 张 某 在 
办 公 室 , 则 他 可 被 排除 在 嫌疑 犯 之 外 ,否则 张 某 不 能 被 排除 在 嫌疑 
犯 之 外 ， 

大 体 体 温 受 大 脑 神 经 中 枢 调 节 . 人 死 后 体温 调节 功能 消失 , 己 
体 芍 温度 受 外 界 环境 温度 的 影响 .假设 尸体 温度 的 变化 率 服从 千 
顿 冷却 定律 ,地 三 体温 度 的 变 蓄 率 正 比 于 号 体温 度 与 室温 的 差 , 即 


5 一 -TT-21.1).& 是 常数 .微分 方程 的 通 解 为 ; 
T{z)=21,.1+ae * 
T{0)=21.1+ae **"=32.6 , =11.5 
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YW T1214.1+1l.Se **!=31.4 “et = 115/103 
点 =lnlls- 1n103=—=0.110 
ed 
当 工 .37 时 ,有 21.1+1].5e "=37 
1 2.95 小 时 2 一 2 小 时 和 7 分 
一 8 小 时 20 分 一 2 小 时 7 分 =5 小 时 23 分 
多 了 时 间 大 区 在 下 秆 和 :23, 岗 此 张 革 不 能 被 排除 村 嫌疑 犯 之 
外 . 
思考 题 : 张 某 的 律师 发 岗 受 过 者 在 于 广 的 当天 下 千 去 医院 
看 过 病 . 病 历 记 间 :发 烧 38, 3 . 假 谨 受害 首班 时 的 体 源 为 
38.3T; ,试问 张 蕴 能 被 排除 在 嫌 和 舞 犯 之 外 屿 ?" 注 : 死 者 体内 讼 有 
发 现 上 服用 过 阿 斯 此 林 或 类 航 药 物 的 迹象 .{ 管 案 ; 死 廊 时 间 大 约 在 
4:0, 此 时 张 某 让 在 办 公 室 上 琶 , 因 此 可 被 排队 在 嫌疑 犯 之 外 .) 


参考 文献 : |45],pb.415 一 416. 
137、 游 船上 的 传染 病人 数 


一 只 游船 上 有 800 人 ， -和 名 游客 患 了 此 种 传染 炳 ,12 小 时 上 
有 3 大 发 病 . 由 于 这 种 传染 病 汕 有 中 期 症状 , 故 感染 者 不 能 被 及 寺 
隧 离 .直升机 将 在 60 至 72 小 时 间 将 首 蘑 运 到 , 试 估算 疫苗 运 到 时 
轧 此 传染 病 的 人 数 . 
解 : 设 yt) 表示 发 现 首 例 病 大 证 小 时 时 刻 的 感染 大 数 ， 
刘 800 一 y(t) 表示 此 时 启 未 受 感 染 的 人 人数 .由 题 意 知 :vy(0)= 1， 
y(12)=3. 
当 感 染 大 数 y(z) 很 小 时 ,传染 病 的 传播 速度 较 悍 , 央 为 只 有 
很 少 的 游客 能 接 扔 到 感染 者 ; 当 感 淮 大 数 y(z) 很 大 时 ,未 受 感染 
的 人 数 800 - yt 很 小 , 妈 只 有 很 少 的 游客 能 被 传染 ,所 以 此 时 传 
染 狂 的 传播 速 庆 也 很 慢 . 排除 1. 述 两 种 极端 的 情况 , 当 有 很 多 的 感 
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染 背 及 很 多 的 未 感染 省 时 ,传染 病 的 传播 速度 很 侠 . 因此 传染 病 的 
发 病 率 ， -方面 受 感 娄 人 数 的 影响 , 另 一 方面 也 受 未 感染 人 数 的 制 


约 . 


根据 上 击 的 分 析 , 可 建立 如 下 的 微分 方程 : 
9 一 ky(800 - y) ,站 比例 常数 . 通 解 为: y(1) = -aa 
= 已 


y0)—1 1 4- 0 “, C2799 
0 
yt12)=3 二 3 一 | TOOp SY» 1 
g00 _， 
e 12 x RtNhE = 3 2 797 
799 09x3 
800k- 二 In F060 3~0.09176 


3800 
YD) | + 799e TH 


下 而 计算 7 一 60 .72 小 时 时 感染 者 的 人 数 . 


S00 
>y(60) = T7000 tT mx 188 


y{72)= ee jc Tec 385 
从 上 而 的 数字 可 以 看 出 ,在 72 小 时 疫 此 被 运 到 时 态 染 者 的 人 
数 将 是 在 60 小 时 时 感染 者 人 人数 的 近 2 信 . 可 见 在 传染 病 流 行 时 及 


时 采取 措施 是 至 关 重 要 的 . 
参考 文 南 : [451,p.442 一 443. 


138、 肿 瘤 生长 的 数学 模型 


研究 肿瘤 细胞 增殖 动力 学 ,可 为 肿瘤 的 治疗 提供 - 定 的 理论 
:245 ， 
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依据 . 这 对 临床 会 理 安排 各 种 治 关 措施 ,拟订 最 佳 的 治疗 方案 ,以 
便 更 有 效 地 杀 灭 瘤 细 胸 和 问 少 机 体 正常 细 胸 的 损伤 均 有 重要 意 
0. 近 二 十 年 米 , 大 们 对 肿 况 生 长 的 规律 性 前 认识 有 了 长 是 前 进 
步 ,描述 肿瘤 生长 过 程 的 数学 模型 也 取得 了 一 定 的 进展 . 
远 今 比较 普 避 的 看 法 是 ;在 肿 痛 生 长 的 早期 阶段 ,大 多 数 部 表 
现 出 指数 生长 的 特征 ,但 以 后 的 咎 长 速率 往往 减 小 .就 是 说 ,如 果 
在 半 对 数 纸 上 , 将 肿瘤 的 大 小 对 时 间作 图 , 那 乏 在 整个 生长 斯 内 ， 
弧 大 多 数 肿 痛 的 生长 曲线 不 是 直线 .- - 些 报 告 认为 ,肿瘤 生长 速率 
连续 减 慢 的 特点 ,可 用 立方 根 是 数 来 表达 ,因为 有 些 肿 痛 其 大 小 
(直径 .体积 或 细胞 数 ) 的 立方 根 对 时 间作 图 ,时 一 直线 . Mendel- 
sohn ML 等 认为 ,不 同类 型 的 肿瘤 在 不 同 的 环境 下 , 甚 生长 廊 式 可 
能 不 同 ,比如 :有 的 表现 为 指数 函数 ,有 的 表现 为 立方 根 函 数 , 有 的 
甚至 是 线性 范 数 . Mendelsohn 提出 如 下 数学 和 模型 : 


-=kV (1) 


其 中 Y 为 肿瘤 体积 , 记 为 生长 速率 常数 ,5 为 形状 参数 , 它 决 定 生 
长 的 方式 


让 一 所 
r= | td “ =ktC 


其 中 CC 为 积分 常数 ,由 初始 条 件 决定 . 
当 B51 N,V =(1-b) (ket) 


当 5=2/3 时 ,V+= 计 (kt +C) ,这 就 是 一 种 立方 根 请 数 . 


当 5 = 1 时， 方程 (1) 变 为 = &V， V= Co,t=0 时 
VY 7 CoV 2 T= Ve (2) 
这 表明 肿瘤 的 和 牛 长 可 用 指数 函数 捅 述 . 


通常 把 肿瘤 体积 增加 一 倍 所 需 的 时 间 称 为 肿瘤 的 倍增 时 间 ， 
记 为 ta. 对 于 指数 生长 ,容易 由 (2) 忒 推 得 t= 地 2693, 即 倍 
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增 时 了 间 与 生长 速率 常数 成 反比 . 
把 指数 函数 (2) 换 成 以 2 为 底 , 则 得 YW = Vo2"% ,如 按 肿瘤 直 
径 品 计算,V¥ 二 xD? 6, 合 得 品 = Di22 ,临床 上 常用 该 式 推算 种 
瘤 的 大 小 . 
考虑 到 肿瘤 的 千 长 常 有 逐渐 减 慢 的 趋势 ,因而 除 早期 阶段 外 ， 
- 般 趟 宜 用 倍增 时 间 因 定 不 变 的 指数 函数 来 描述 ,十 是 ,如 下 数学 


模型 就 显示 出 它 的 优越 性 : 
dW 
He kV 
{3) 
sy. 
dz 


式 中 V 表示 在 时 间 z 时 肿瘤 的 到 小 ,和 和 rz 都 是 取 正 值 的 比例 系 
数 . 

第 一 个 方程 的 合 义 是 :V 随 1 增 大 的 速率 与 当时 的 VY 值 成 正 
比 ( 比 例 系数 为 上 ); 第 二 个 方程 的 会 六 是 ;反映 肿 痛 增 长 速率 的 比 
例 系 数 记 不 是 常数 ,其 本 身 随 时 间 1 减 小 , 减 小 速率 又 与 当时 的 避 
值 成 正比 (比例 系数 为 w). 

由 被 分 方程 组 (3) 的 第 二 个 方程 得 上 =Ae “ 式 中 及 代表 := 站 
时 的 值 .代入 (3) 式 的 第 -个 方程 ,有 9 = Ae-“V, 即 科 = 
4e “di ,积分 之 ,可 得 . 

VW 二 ee 
式 呈 V5 为 1 二 0 时 的 VW 值 ,这 个 函数 称 为 Gompertz 五 数 . 

Gompertz 琐 数 有 小 列 几 个 特点 ; 

(1) 当 a 足够 小 时 ,er se1 -sr，(4) 式 就 可 简化 为 , = 
we ， 

由 此 可 得 到 两 点 推论 ; 当 a 为 不 等 寺 0 的 有 限 值 时 ,日 1 足够 
小 ,时 瘤 呈 指数 生长 ,生长 速率 常数 为 A; 当 a =0 时 ,在 整个 牛 长 
期 向 , 肿 癌 表现 为 指数 生长 .这 由 (3) 式 更 易 看 出 . 


i 


(4) 
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(2) 当 上 充分 大 时 ,es0, 由 (4) 式 得 Y 的 最 大 渐 近 什 
Vw :Vw = Voe? ,这 可 看 作 晨 肿 瘤 生 长 的 理论 上 限 值 . 
(3) 不 难 推 得 偿 增 时 间 4 如 下 : 4 = 上 In (有 -全 sj 表明 


信 增 时 间 相 是 常数 ,而 是 随时 间 + 改变 ,并 匡 随 着 z 增 大 ,zt, 也 增 
大 , 即 偿 增 时 间 延 长 . 


(4) 求 一 - 阶 导数 和 六 


汪 机 ,并 令 之 等 于 0, 可 得 Gompertz 曲线 的 措 


点 [二 利生 ,Vace 9), 即 在 t= In 全 处 , 曙 线 由 回转 为 后 , 亦 即 
肿瘤 的 生长 速率 由 递增 转 为 递减 . 


参考 文献 : [39],p.236242. 


139、 被 食 者 一 食 者 系统 的 Volterra 模型 


下 面 我 们 来 讨论 -个 包含 两 个 群体 的 系统 ,其 中 一 个 群体 紧 
密 地 依赖 于 另 一 个 群体 .例如 ,寄生 虫 与 其 宿主 .害虫 与 其 天 敌 、 肿 
瘤 细 移 与 正常 细胞 等 ,我 们 笔 统 地 称 之 为 被 食 者 与 食 者 . 

设 z(t) 、y(4) 分 别 表示 + 时 刻 被 食 者 和 食 者 的 数量 . 如 果 各 
委 单 独 生 活 ,被 食 者 的 增长 速率 正比 于 当时 的 数量 , 即 


一 全 一 由 {1) 
向 食 者 由 于 没有 被 食 对 人 象 ,其 数量 减少 的 速率 正比 于 当时 的 数量 ， 
好 
Y= ey (2) 
现在 两 者 生活 在 一 起 ,被 食 者 有 - :部 分 草食 者 消灭 ,于 是 (13 式 中 
的 4 将 减少 ,减少 的 呈正 比 于 食 首 的 数量 ,所 以 (1}) 式 应 改 为 
' 248 - 
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FE = (A ay)z (3) 


类 伺 地 , 食 者 有 了 被 食 对 象 ,(《2) 式 中 的 jz 也 减少 ,减少 的 量 也 正 
比 于 被 食 者 的 数量 ,所 以 (2) 式 应 改 为 


P= (upr)y (4) 


全 =(A—ay}zr 
由 (3 《4 区 得 方程 组 : 
oy = (pAr)y 
称 之 为 Volterra 一 Lotka 方程 ,其 中 a .B.A4、 均 为 正 数 .初始 条 件 
人 = zo 
y(0)= yo 
这 是 非 线 性 方程 组 ,不 易 直 接 求 解 .我 们 不 去 直接 解 这 个 方程 
组 ,而 是 将 和 它们 相 队 ,得 微分 方程 
0 
分 离 变 量 积分 后 得 通 解 
-oy Brtalnyt lnr=lnC 
同时 取 两 端的 指数 ,得 


为 : 


以 初始 条 件 代 人 ,不 难 确定 C 的 数值 ,从 而 得 到 一 个 特 解 , 它 是 
下 一 Jy 于 而 上 的 一 条 闭 曲 线 .只 要 初始 值 re 和 y 不 为 零 , 这 条 闭 
曲线 就 永远 不 通过 零点 . 当 被 食 者 较 多 时 , 食 者 增多 ,因而 被 食 者 
必定 减少 ,说 食 者 减少 使 食 者 也 随 之 减少 ,从 而 被 食 者 又 会 增多 . 
如 此 ,两 者 的 数量 起 优 ,周而复始 ,维持 着 生态 平衡 . 

把 薛 十 细胞 和 一 种 原生 动物 一 起 放 到 培养 基 中 ,构成 一 个 被 
食 者 一 食 者 系统 , 苹 母 作为 这 种 原生 动物 的 食物 ,相当 于 被 食 者 . 
图 139 是 关于 这 两 个 群体 密度 的 观察 曲线 ,虽然 并 不 是 正 艾 曲 线 ， 
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但 波动 的 周期 接近 常数 ,而 旦 可 以 看 出 , 食 者 数量 的 最 天 值 总 落后 
于 被 食 者 数量 的 最 大 值 约 四 分 之 -周期 . 上述 数 学 模型 不 仅 适 用 
于 单 细胞 间 的 生存 竞 搜 ,而 且 也 适用 于 其 它 群体 间 的 生存 竞争 . 


原生 动物 { 食 者 ] yt 


醉 母 (被 食 者 } rt) 


有 时间 


图 139 一 种 原生 动物 ( 食 者 } 的 群体 帘 度 和 
聋 车 (被 食 者 ) 的 群体 密 诺 随 时 间 变 尼 过 程 


现 相 我 们 考虑 :个 有 趣 的 问题 ,假定 被 食 者 和 食 者 由 于 别 的 
因素 (如 过 份 的 狩猎 或 山 火 ) ,同时 按 比 例 消 习 . 一 旦 这 种 因素 的 作 
用 停止 , 谁 恢 复 得 较 快 ? 是 食 者 玉 是 被 食 首 ”我 们 用 方程 (3) 和 
(4) 来 回答 这 个 问题 . 当 zt .yt 都 减 小 时 ,乘积 项 xy 也 减 小 . 
例如 ,x 和 y 都 减 半 ,Ar 和 ny 都 减 半 ,ary 和 fry 却 减 为 114. 乘 
积 项 对 食 者 来 说 野生 长 项 ,而 对 零 食 者 来 说 是 消亡 项 ,zy 的 醋 小 
使 食 者 受到 较 大 的 损失 .所 以 ,这 场 悲 剧 过 后 ,被 食 者 恢复 较 快 . 这 
项 奇 束 的 推断 来 自 Volterra 方程 ,敬称 为 Volterra 原理 . 

这 个 原理 在 杀 虫 剂 施用 方 而 得 到 了 证 实 , 例 好 , 吹 棉 类 这 种 昆 
虫 于 1968 年 偶然 从 澳洲 传人 美 同 后 严重 地 威 秀 着 美国 的 桂 桔 业 ， 
为 此 ,入 们 又 引入 了 它 的 天 怖 沈 洲 声 虫 .这 种 甲虫 使 吹 棉 内 的 数量 
得 到 控制 .后 来 ,园艺 家 们 使 用 DDT, 以 期 进一步 减少 吹 棉 业 . 然 
而 ,由 于 DDT 同时 杀 死 吹 棉 暗 及 其 天 敌 , 后 来 人 们 发 瑰 吹 棉 屿 的 
数 日 反而 增多 了 . 

上 述 原 列 在 临床 许 学 中 也 是 有 意 祥 的 .其 些 具 有 较 高 毒性 的 
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药物 既 能 抑制 痛 细 胞 的 生长 ,同时 也 能 抑制 正常 细胞 的 生长 ,向 况 
细胞 与 正常 细胞 构成 了 被 食 者 一 食 者 系统 ,在 较 高 毒性 的 药物 作 
用 下 ,作为 食 者 的 正常 细胞 将 遭 到 更 大 的 损失 ,一旦 停止 异 药 , 作 
为 被 食 者 的 癌 绷 胞 可 能 变 本 加 后 地 增长 起 来 .这 便 是 癌 证 化 学 治 
闻 中 的 一 个 严守 问题. 


参考 文献 : [36],p.262 ~264. 


140、 布朗 运动 


匣 将 基 种 物质 注入 一 充满 溶液 的 管子 中 . 莽 浮 在 液体 中 的 该 
物质 的 分 于 随机 游 动 并 迪 及 该 溶液 ,这 种 现象 被 称 作 布 朗 运 动 . 假 
设 液 体 本 身 是 不 动 的 ,那么 布朗 运动 所 引起 的 随机 迁移 过 程 就 称 
作 扩 散 .这 -- 过 程 有 下 面 的 数学 描述 . 


工 


图 140--1 微粒 在 11 .2 时 刻 
的 分 布 :0 i112 


让 xz 轴 平 行 于 管子 的 轴 , 如 图 140 -1 所 示 . 为 了 简单 起 见 ， 
假设 分 子 浓度 c 仅 在 zx 方向 上 变化 , 且 浓 度 也 依赖 于 时 间 1, 因 此 
浓度 是 > 和 1: 的 二 元 函数 .在 - : 定 的 情形 下 ,深度 c 由 下 式 给 出 . 
U2 


人 一 


“a 
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其 中 点 是正 常数 ,c 的 图 象 如 图 140 一 2 所 示 ， 


i 


图 14 和 0 2 cr， 人 ee 和 在 和 4 时 
肇 的 曲 级, 所 站 所 菩 ,和 -个 图 形 都 是 -个 
钟 形 线 { 止 态 分 布 曲 线 ) 


我 们 要 证 明 c 对 :、x 的 伪 导 数 满足 下 列 一 维 扩散 方程: 节 = 


ko 

4 0r’ 
二 训 
证 : c=1 We 7 了 履 
dc 1 ya i -112 人 ( 信 
人 十 于 已 一 — 
or 2 Er 


Dr Er) Rk! 
dr a 2 HN -Aik 2 ， - 12 < 2x 
9 9 kr 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


所 以 函数 c=: We 二 满 足 - 维 扩散 方程 

扩散 方程 也 本 由 物理 原理 和 实验 导出 , 它 决 定 了 上 注 人 物质 在 
管子 的 xr 处 ,在 1 时 刻 的 浓度 .任何 表示 为 x 和 :的 浓度 了 蜡 数 
ctryi) 郡 满足 扩 般 方程 ,而 我 们 只 考虑 子 许多 函数 中 的 -个 . 

有 趣 的 是 ,扩散 方程 可 被 用 于 生态 领域 中 研究 新 环境 下 种 群 
的 江 移 .这 时 ,可 把 种 群 的 迁移 看 作 分 子 的 随机 洲 动 . 流行 期 传染 
炳 的 传播 也 遵从 同样 的 模式 . 


参考 文献 ; [461,p.729 一 733. 


141、 和 静脉 输液 问题 


静脉 输入 葡萄 糖 是 -- 种 重要 的 医疗 技术 ,为 了 研究 这 -过程 ， 
长 G(1) 为 1 时 刻 血液 中 的 葡萄 糖 合 量 ,月 设 匡 萄 糖 以 每 分 钟 上 
克 的 固定 速率 输入 到 血液 中 . 与 此 同时 ,血液 中 的 葡萄 糖 还 会 转化 
为 其 他 物质 或 转移 到 其 他 地 方 ,其 速率 与 血液 中 的 葡萄 糖 含量 成 
正比 . 试 列 出 描述 这 一 情况 的 微分 方程 ,并 解 之 . 

解 : 因为 血液 中 稀 欧 糖 含量 的 变化 率 9( 等 于 增加 速率 与 减 
少 束 率 之 差 ,而 增 避 速率 为 常数 ,减少 速率 ( 即 转化 为 其 他 物质 
或 转移 到 其 他 地 方 的 速率 ) 为 aG ,其 中 a 为 比例 常数 .所 以 

dG_ ,dG 
本 二 aG 或 af 一 大 
这 是 - .个 一 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 ,利用 遂 解 公式 得 
Gf)= ee J | feels 本 c| 
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We 
a 
本 四 

a 


位 G(0) 表 示 最 初 血液 中 葡萄 糖 的 含量 ,所 以 ， 


G(0)= 和 + 忆 , 芭 CA 


站 
这 样 使 得 到 
G(D)= 生 +(G(O) -4)e " 


此 式 即 为 上 时 刻 血 滚 中 的 葡萄 糖 含量 . 
参考 文献 : [1] ,下 册 ,p.449. 


142、 慑 辑 斯 蒂 (Logistic) 方 程 


在 一 个 动物 群体 中 ,个 体 的 牛 长 率 是 平均 出 生 率 与 平 冉 弦 亡 
率 之 差 . 设 某 群体 的 平均 出 生 率 为 正 的 常数 8, 由 于 拥挤 以 及 对 食 
物 的 竞争 加 剧 等 原因 ,个 体 的 平均 死亡 率 与 群体 的 大 小 成 正比 ,其 


比例 常数 为 8(>0). 车 以 PCz) 记 :时刻 的 群体 总 量 , 则 时 就 是 


该 群体 的 生长 率 .每 个 个 体 的 生长 率 为 方 竺 . 设 P(0) = Pu, 试 写 


出 描述 群体 总 量 P(1) 的 微分 方程 ,并 解 之 ， 
解 : 由 题 中 所 给 条 件 , 个 体 的 平均 死亡 率 为 5P, 从 而 个 体 的 
生长 率 为 8 一 5P, 则 


即 五- 二 = 月 一时 
=P(B- 6P) 


此 微分 方程 称 为 逻辑 斯 蒂 方 程 , 它 与 条 件 PC(0)= Pu 合 在 一 起 ,就 
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构成 了 一 个 初 值 问 题 , 这 个 初 值 问题 的 解 描述 了 -个 群体 的 生长 
规律 . 下 面 解 这 个 方程 .由 有 逻辑 斯 蒂 方 程 得 


dP = 出 
Pp- 6P) 
所 以 


dP 时 
| jas=e+c 
现 用 部 分 分 式 来 求 左 边 的 积分 .因为 


1 1 全 
PlB-6P) Pr" RB- OP) 


所 以 
| - [5 1dP ,$f dP 
Bea -= BP 有 了 琵 
-ImP- In(8- ep)=z+C 
Pp 人 
in (ss) +C 
P YB 60, 
(全 | =e 二 人 1e 
所 以 


了 =Cer (其 中 CC,=0) 


由 初始 条 件 P(0) = Po 易 得 C= 一 #5- 
BB- oPo 
将 Cs 代入 ,整理 便 得 


en 
Pp [(BIPo) 一 人 er 


思考 题 : 《a)83=0.001,8=0.4,Pf0)=300, 求 P(10). 
(8)85=0.001,8=0.4,P{(0)=500, 求 P(10). 
(答案 ,398,402). 
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参考 文献 「1], 下 肌 ,p.441 一 442. 


143、 他 的 胰 脏 正常 玛 


有 一 种 医疗 手段 ,是 把 示 踪 染色 注射 到 胰 脏 里 去 以 检查 其 功 
能 .正常 胰 脏 每 分 钟 吸 收 掉 染 色 的 4 和 % , 现 内 科 医 生 给 其 人 注射 了 
0.3 克 染 色 ,30 分 钟 后 还 剩 让 0.1 克 , 试 问 此 大 的 胰 脏 是 否 正常 ? 

解 : 假设 此 人 胰 脏 是 正 带 的 . 

用 P(i) 表 示 注 射 染色 后 z 分 钟 时 此 人 和 胰 脏 中 的 染色 其 .由 于 
止 常 心 用 每 分 钟 吸收 掉 和 染 色 的 40%, 妈 染色 的 衰减 庚 为 40% = 
0.4,; 从 和 而 得 到 


dPjdi 
P 


这 个 方程 解 的 形式 为 
P(r1)= Ce"“', 其 中 :的 单位 是 分 钟 . 
由 PC0)=0.3 克 , Ce ?40?~C=0.3. 
故 P(i)=0.3e 4 
30 分 钟 后 剩 下 的 染色 应 为 P(30)=0.3c "Yaz0, 这 与 实际 上 
30 分 钟 后 还 剩 下 0.1 克 染 色 了 矛盾 ,故此 人 胰 脏 不 正 漠 ， 


= 一 0.4 或 A -0.4P 


参考 文献 ， [1], 上册,p.325. 


144、 油 井 收入 为 多 少 


一 个 月 产 300 桶 原油 的 油井 ,在 3 年 后 将 要 枯竭 .预计 从 现在 
开始 t 个 月 后 ,原油 价格 将 是 每 桶 
P(z)=18+0.3yr {美元 ) 
如 乐 假定 名 -生产 出 就 被 依 出 , 则 问 : 从 这 口 并 可 得 到 多 少 美元 的 
收 估 了 
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解 : 今 民 (表示 从 现在 开始 :个 月 收入 , 风 每 个 月 的 收入 
为 红 (4), 由 于 每 月 收入 等 于 每 桶 油 的 价格 与 每 月 卖 出 油 的 林 数 
之 各 ,而 这 用 ,每 桶 油 的 价格 为 PCF) 一 18+0.3wi: 每 月 卖 出 的 桶 
数 为 300, 因 上 比 
EC) =300x (18+0.3Y1) 
=5 400+ 90yz 
解 七 述 可 分 离 变 里 方程 ,有 
dR = (5 400 + 90¥1 )dr 
蝴 过 同时 积分 ,得 
R(1) = | (5400+90Vz)dt 


=5 400+6012 1 
而 民 (0)=0, 于 是 有 C=0, 有 H 
R(#2)=5 400+ 60 
出 于 这 口 并 将 在 36 个 月 后 十 村 ,于 是 将 来 的 总 收 人 是 
R({36)=5 400x 36 + 60 x 36 
二 207 360 {美元 ) 


参考 文献 : [51],p.232. 


145、 湖 泊 体 积 及 平均 水 深 的 估算 

椭 球 止 弱 曲 (ellipric sinosoids) 是 许多 湖泊 的 涤 床 形状 的 很 
好 的 近似 .假定 湖面 的 边界 为 梯 加 五 + 沁 = 1. 若 莉 的 最 大 水 深 为 
i ; 则 椭 球 正弦 曲面 由 

fr 了) = -A COS 本 /二 + 基站 其 中 + 六 < 给 出 . 
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现 要 求 湖水 的 总 体积 V 及 平均 水 深 hy. 


解 : 车 及 = | (>,y): 瑟 + 居所 下 是 湖面 的 精 加 区域, 则 测 
水 的 总 体积 为 


v= [f(z 1drdy=h, | oos | 2 + dzdy 
被 想 函 数 的 形状 启示 我 们 用 变换 


I 0<r<LO<g<2x 
y= brsin 8, 


十 由 一 重 积分 的 变量 蔡 换 会 式 得 
V = abh, | | sos (于 jdrdg 
=2raph, | rd an (至 


=2xabk, | 2 Er = sirt ar | 


六 -二 Sitt “3 
A 2 


2 
=2xabh,, 息 各 ) 
区 Tt 
=4aph, {1 a )~1.435aph,, 


FF 述 和 公式 可 通过 测量 a ,5 ,hh 来 估计 湖水 的 体积 (肥水 量 ). 
容易 证 明 椭 圆 R 的 面积 为 xab ,要 而 平均 湖水 深度 为 


pov = 人 fy) drdy sj 
人 人们 对 全 世界 107 个 调 泊 的 研究 得 到 上 请 的 平均 值 为 个.467. 


参考 文献 : [311]1,p.769 一 770. 
146、 如 何 探 制 体 重 


问题 .《 北 世上 晚报 31990.10.9 第 6 版 :“ 刘 寿 总 面向 术 来 ”- 文 
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中 说 到 ,“ 由 于 赛 前 减 体 重 过 多 ,体力 不 济 使 他 在 他 自 己 拿 手 的 抓 
举 比赛 中 两 次 失败 …… 届 居 第 二 ., " 那 末 正 情 的 减 重 应 该 怎样 呢 ? 

此 外 ,许多 饲养 场 也 要 存 限 定 的 时 间 内 使 特 帝 增 肥 到 一 定 重 
甚 出售, 到 得 最 大 利润 .他 们 应 该 怎么 办 ? 

解 : 有 出 热量 平衡 方程 来 解 此 问题 : 

设 每 天 的 饮食 攻 产 生 热 量 A ,用 于 新 陈 代谢 消耗 热量 B, 活 
动 党 耗 热量 Cx 性 重 , 并 且 理 想 和 假定 增 重 . 减 重 的 热量 主要 由 脂肪 
提货 ,每 公斤 脂肪 转化 的 热量 为 卫 , 记 环 (1) 为 体重 ,于 是 有 于 述 
平衡 方程 . 

[W(t+AD)— WC}D=[(A -BY- CW()]Ar 
lim W(r+At)— LA -Sw(i). 


f+ a 
dW(2) 
得 微分 方程 | 人 
WO0)= Wo 


其 中 常数 <= 人 万 “与 食量 .新陈代谢 有 关 ,6 = 名 与 活动 量 有 关 . 
Wo 为 厅 娩 体重 . 解 得 

本 (= 让 (Wo 一元)e ” 
分 析 :1. 理论 上 增 重 ,减肥 都 是 可 能 的 ,因为 当 1 一 oo 时 ,W(:) 一 
六 -调节 与 6 可 得 到 你 所 愿望 的 那个 值 .近代 科技 发 展 , 新 陈 代 


谢 也 是 可 调节 的 .但 如 何 调节 a ,5 要 靠 医 生 葛 养 师 .生物 学 家 等 
-- 齐 来 做. 

2. 只 乃 维 持 生命 所 需 的 那 部 分 新 陈 代谢 的 热量 是 不 行 的 ,… 
站 二 B 使 得 a =0,limW(z)=0. 要 导致 死亡 . 

3. 具 吃 不 活动 也 不 行 ,因为 这 时 5=0. W(2) = W, + at.. 
lan W(t) 二 %, 说 明 要 得 肥胖 症 , 很 危险 ,也 要 导致 死 六 (当然 体 
车 不 会 无 限 变 大 )》. 
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4 刘 寿 斌 减 重 的 数学 问题 足 明 确 的 ;已 知 WP，, 要 达到 的 值 为 
W ,其 期 限 为 1, 求 a,6 的 最 佳 组 合 ,使 Wi = 全 + | W, -全 je he 
成 立 . 代 解决 这 个 问题 还 要 靠 教练 ,医生 与 运动 员 . 


参考 文献 : [29],p.9 一 11. 
147、 我国 人口 会 不 会 下 降 


问题 :1994 年 3 月 7 HH 扬子 晚报 } 登 载 *“ 中 国 社会 科学 院 最 
过 预测 ,今年 我 国 总 人 口 将 超过 12 亿 ……, 据 国家 计划 生育 委员 
会 估计. 中 国 总 人 口 峰 值 年 是 2044 年 ,贬值 人 大口 达 15.6 亿 或 15. 
7 亿 , 大 口 增长 到 “顶峰 :后 ,就 有 可 能 中 “下坡路 ', 出 现下 降 赵 
势 ." 你 能 否 从 数学 上 给 出 论证 . 

解 : Malthus 生物 总 数 增 长 定律 说 :在 孤立 群体 ,生物 总 数 
N(4) 的 变化 率直 并 = wN(2)( 正 比 于 N(1)). 在 大 多 数 简化 的 
模型 中 假定 > 是 常数 .该 数学 模型 为 

dN (i) 

i 

N(t0)= N, 
得 出 解 Ntz) = Nuere- 人 .因此 ,遵循 Malthus 总 数 增长 定律 的 任 
何 生物 都 是 随时 间 按 指数 方式 增长 . 当 群 体 不 大 时 ,这 个 定律 与 实 
际 情况 吻合 很 好 .但 多 种 实验 证 明 当 群体 很 大 时 , 它 就 不 准确 了 . 
我 们 修改 模型 (号 = nN(#) 中 的 7 为 r(t)=A-B(: 一 +), 其 
中 A ,B 为 参数 .这 样 得 到 新 的 数学 模型 


| 一 吾 人 一 zj] VC 
Nlin}= No 
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下 而 根据 = 1994 时 No = 12 亿 及 到 2044 年 人 口 达 高 蜂 并 开始 
下 隆 米 估算 A ,B, 并 预测 今后 一 些 年 的 人 人 口 总 量 . 
在 2044 年 人 口 达 最 大 值 , .4 如 = 0, 算 出 


r= 44 
加 A 
A- B'50=0,B= 二 :再 解 


上 人 a NG) 
N(t0)= No 


i i 
得 解 ; N(t)=Ce*  ，, 代 人 初始 条 件 


Nat 

以 6 =1994,N,=12 所 ,及 +=2044 代 人 得 

N{2044)= Noes 
取 4=0.101, 算 得 

N(2044)==15.41 亿 
取 4=0.011, 得 N(2044)7=15.3 亿 .这 个 数值 与 计划 生育 委员 会 
的 预测 基本 一 致 . 

由 A 一 0.011,B= 侈 ,预测 1995,2000,2054,2094 年 的 人 口 


为 
N(1995) 二 12.13 忆 
Nt2000) 二 ]2.768 忆 
NI2054) 二 15.626 亿 
N(2094) 二 12 亿 
思考 题 ; 如 果 令 (1)=A -BB{r1 to) 又 会 得 到 什么 结 
论 ? 


和 参考 文献 : [29],p.90 一 99. 
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148、2000 年 世界 人 口 知 多 少 


失 统 计 , 六 十 年 储 己 界 太 1 增长 情况 如 下 表 : 
表 148 60 年 代 世 界 人 人 人口 统计 表 { 单 位 ; 白 万 ) 


E 1960 | L961 | 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 19608 
试 求 出 最 佳 拟 合 遇 线 ,并 预测 公元 2000 年 时 的 世界 人 口 . 

解 : ”所谓 最 佳 拟 合 曲 线 , 在 本 例 中 是 指 根 据 所 给 数据 建立 人 
H 与 时 间 t 之 鹿 蜀 数 关 系 的 一 个 经 验 公 式 ( 即 近似 表达 式 )N 
三 了 (1) ,使 得 和 N= 了 f(z) 的 曲线 尽 可 能 好 地 和 这 9 组 数据 拟 合 , 遇 
线 N= 了 (zt) 就 叫 最 侍 拟 全 曲线 . 

这 里 要 型 铺 两 个 问题 :1) 如 何 确 定 经 验 公 式 ? 2) 什么 而“ 度 
可 能 地 好 ”? 

关于 经 验 公 式 的 选取 {对 - : 身 的 两 数 F(x) 而 言 ), 通 常 的 作 
法 是 ,到 一 个 管 单 的 函数 列 | (Cx) 二 0,1,2,…,n), 比 如 办 治 
数列 11 二 0,1,2,…,n) 作 为 基本 函数 系 ,以 (j=0,1,2,…， 


寺 


n) 的 一个 线性 组 合 > a;$ (zt) 作为 PFCz) 的 近似 表达 式 . 如 果 根 


0 


据 学 科 的 有 关 知 识 ,所 研究 现象 的 规律 已 经 知道 , 则 取 这 个 规律 的 
表达 式 为 Arz). 所 谓 尽 可 能 地 好 ,是 指 未 知 参 数 a (7 = 0,1,2， 
.…,n) 的 选取 要 使 偏差 的 平方 和 


QQ = > [3 = 人 >， aa 下 (2 ) 
为 最 小 .这 里 (zx,y,)(i = 1,2,…, m) 为 统计 或 疯 测 数 据 . 这 种 根 
所 篇 疹 站 方 和 为 最 小 的 条 件 来 选择 参数 a, 的 方法 叫做 最 小 一 乘 
法 (注意 , 与 例 56 中 介绍 的 插值 法 不 同 ,这 里 并 屋 要 求 所 求 的 曲线 
必 纲 通 计 所 月 产 个 旦 知 点 ). 
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现在 转 回 主题 .首先 确定 用 什么 函数 形式 对 数据 进行 曲线 拟 
合 .从 大 口 增长 的 统计 资料 和 大 口 理论 模型 知道 , 当 估 口 总 数 不 是 
很 大 时 ,在 不 太 长 的 时 期 内 ,人 口 增 长 接近 于 指数 曲线 . 因此 ,可 采 
用 指数 函数 N = es'* 对 数据 进行 拟 合 . 为 便于 计算 ,对 该 式 两 边 
取 对 数 , 得 InN=a+t+, 令 ZZ=]lnN, 得 ZZ=att, 令 


= > (z- N;)’= Dartt, -NY 
其 中 人 =a 十 B64; ,ti (i 二 1,2,…,9) 依 次 为 1960,1961,…, 1968 
年 ;N; 为 相应 的 人 口 数 .于 是 ,本 间 题 的 数学 模型 为 
minQ = > (atbr— N,) 
利用 - .元 函数 极 值 的 必要 条 件 ， 得 
R=2 > (a tb — N.)=0 


9 
3p 一 风 2 {a th — NN,)t=0 


解 此 方程 组 ,得 
> -9¢ N) 
Se 一 一 ,aa= 太 一 起 
六 1) 把 NY 
i=| 
外 
这 里 = 二 六 = > N. 


特工 ,NN,,t 及 NN 代入 , 求 得 6 =0.0175$7， 4 = -26. 4238. 再 将 a 、 
db 代入 InN=a+é&t 中 ,然后 取 反 对 数 , 得 
N= e 2 .248 1 0,.01757r 
即 为 所 求 的 人 人 口 问 题 氢 合 曲 线 .到 公元 2000 年 世界 人 口 预测 应 为 
N(2000) = 60.8876( 亿 } 
了 下面 列 帅 接 此 模 弄 算出 的 60 年 代 世 界 大 口 数 及 与 60 年 代 相 
* 263 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


应 人 品 统 计数 据 的 误差 ,从 中 可 以 看 出 ,我 们 所 建 的 指数 增长 模型 
与 实际 人 口 数 跑 是 唤 侣 得 很 好 的 . 


| 1960 | 1961 | 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 
3015 | 3069 | 3123 | 3178 EE 3292 | 3350 | 3410 
0.03 


1.4 0.2 0.4 


图 148 60 年 疏 世 界 大 中 统计 数据 散 点 赂 
思考 题 : 能 再 用 指数 增长 模型 作 长 期 人 口 症 报 ? 为 什么 ? 怎 
样 收 进 这 个 异型 ? (答案 :不 能 ,因为 指数 增长 模型 假设 人 大口 的 增 
长 率 (这 里 的 x= 0.01757, 为 年 增长 率 ) 层 常数 ,这 与 实际 情况 
不 符 . 关 于 如 何 改 进 此 模型 , 吕 参 看 参考 文献 [65] 及 有 关 人 口 问题 
的 专著 , ) 


参考 文献 : [37],p.30;[65jpb.14--18,p.149 一 156,b.290 一 
295. 


149、 最 优化 的 产 出 水 平 


假设 某 厂 生产 了 两 种 产品 ,在 牛 产 过 程 中 ,两 种 产品 的 产量 o 
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和 gs 是 不 相关 的 ,但 两 种 产品 在 生产 技术 上 多 是 相关 的 . 这样, 不 
仅 总 成 本 CC 是 产 出 量 g, 和 9g; 的 卫 数 ;C= C{g) ;gz),; 而 且 两 种 
产品 的 边际 成 本 (总 成 本 的 位 导数 称 为 迎 际 成 本 ,用 MC 、MC， 
分 别 表示 ) 也 是 ri 和 go 的 盯 数 ; 

7 = Cy, 42), MC, = 二 一 CCd3ydzj 

经 济 学 由- : 释 总 认为 产 出 水 平 与 销售 水 平 是 -- 敏 的 ,所 以 总 收益 
R 也 起 gg 和 9; 的 明 数 ;RR= RR(g,,g;). 现 在 的 问题 是 ,如 何 确定 
每 种 产品 的 产量 ,以 使 广 商 获 得 最 大 的 利润. 


MOC, = 


三 南 的 利润 啊 数 是 
-=R-C=R{igi0) -C(Og,g) 
出 概 值 存在 的 必要 条 忻 
dL oR aC  _ 加 
J Var Gg MM 
dE oR oC _ 3 
a 9 MR ~ ME =0 
MR, = MG, 
这 里 MR, = 了 ,MR = 5 于 是 边际 收益 (总 收益 的 偏 导数 碎 为 过 
际 收益 ). 


《1) 式 鞠 明 ,工厂 为 了 获得 最 大 利润 ,每 种 产品 都 应 达到 这 样 
的 产 出 水 平 ,使 边际 收益 怡 好 等 于 边际 成 本 . 
例 1: 工厂 生产 两 种 产品 ,总 成 本 范 数 旺 
C=—git2gg t+ gt+s 
两 种 产 上 吕 的 需求 了 消 数 秀 别 有 是 
=26— Pl, =10-— 元 忆 


为 使 工矿 获 得 最 大 利润 , 试 确定 两 种 产品 的 产 出 水 平 . 
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解 ; 由 gi 一 26 -Pi,9q2=10 一 子 Ps 知 两 种 产品 的 价格 


P,=26-— gDP;=40- 49; 
于 基 总 收益 函数 
R= Pgit+ Pq9:=(26— gq) 9 + (40—492)92 
=26g. + 40gs — qt — 492 


根据 (1) 式 ,有 
ee 一 241 十 2d2， 上 12 + q; 二 13, 
40 一 8da 二 2091 二 2d2， dit Sg 二 20 


解 之 ,得 gj 二 5,92 一 3 
可 以 验证 此 组 解 满足 极 值 存在 的 充分 条 件 , 内 此 , 当 两 种 产品 的 产 
景 分 别 为 5 和 3 时 ,工厂 获 利 最 大 .此 时 最 大 利润 为 
LL =R-C=(26g9.+40g aq-4g)- (gt+q) -5 
=26X5+40x3—3—4x3—(5+3) -5=120 
现在 假设 某 f[ 商 经 营 两 个 上 上 ,都 生产 同 -产品 且 在 同 -市 
场 上 上 销 上 仿 . 由 于 两 三 的 经 营 情 况 不 同 ,生产 成 本 有 所 差别 .现在 的 
问题 是 ,如 何 确定 每 个 工 上 的 产量 ,使 厂商 获 利 最 大 . 
由 题 意 , 设 两 厂 的 产量 分 别 是 gl 和 dz ,两 厂 的 成 本 国 数 分 别 
为 Ci 二 Citgi1} 和 C= Cz(gqz). 于 是 
总 成 本 卫 数 为 C=C(g0) + Cg;) 
总 收益 量 数 为 R=R(Q)= RKR(g + gq;) 
这 里 @= gh 二 +g; 为 总 产量 .人 因 谭 
利润 涌 数 为 LL=R-C=R(Q)-C(g)- Ct(g,) 
由 极 值 存在 的 必 晓 条 件 
9 _dR.IQ _ dC, _ 
dq: dQ dg dg 
1 _dR oQ dC, 
dq; dQ dgs dg; 


三 局 
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得 RQ)=C (qi)= CC (gq2) ,el 
MR = MO, = MOC, (2) 
(2) 式 表明 ,最 优 产 出 水 平 应 使 每 个 工厂 的 边际 成 本 部 等 于 总 产 出 
例 2: -1 商 经 营 丙 个 上 厂 , 上 其 成 本 函数 分 别 为 Cl = 3g?++ 
2q t+6 和 CC 一 297 十 2gqs 4 而 价格 省 数 为 忆 =74 一 6Q :其 中 辟 
二 如 | t+ gq2. 为 使 利润 最 大 , 试 兢 定 每 个 工厂 的 产 出 水 六. 
解 : 由 于 CCg)=6g1 12,Ci(g;)=49gs +2, 而 总 收益 函 
数 和 边 寻 收益 分 别 为 
R=P-Q=740 -60°,MR=74-12Q 
故 由 (2) 式 ,得 
(em + gq)=6q1+2 pl 
74—12(g, + 9;)=4g;+2 3q; td4o, = 18 
解 之 ,得 gq =2,g, 一 3 
可 以 验证 此 组 解 满 足 极 值 存在 的 充分 条 件 , 款 此 , 当 两 个 工厂 的 产 
量 分 别 是 9 =2,g9s =3 时 厂商 效 利 最 大 .此 时 最 大 利润 为 
L =R-C=74(9 +9) -6(g + gs) 
~ (3g1+2g91+6) ~ (2g2 +2g, +4) 
=74x5—6xX5 ~- (3xX2 t+2x214+6)- (2xP+2x3+4) 
=170 


参考 文献 ; {8],p. 332~335. 


150、 蜂 房间 题 


取 房 的 精巧 构造 十 分 符合 需要 ,如果 一 个 人 看 到 巢 房 而 不 备 
加 莹 扬 , 那 他 - 定 是 个 精 涂 虫 .” 
一 一 查处 斯 -达尔 交 (Darwin,Ch.R.】 
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人 人 们 很 时 就 注意 到 了 蜂 房 的 形状 特征 . 从 外 表 看 , 许 许 多 名 十 
六 边 形 的 洞 完 全 铺 满 了 一 个 平面 区 域 .每 -- 个 洞 是 - -个 六 面 性 的 
间 的 入 口 .在 这 些 六 面 柱 的 形 面 ,有 同样 形状 的 许 包 洞 .如果 一 组 
酒 开 吕 朝 南 , 则 另 一 组 的 油门 就 朝 北 .这 两 组 润 彼此 不 相通 ,中 间 
和 赴 用 黑板 了 击 开 的 ,奇特 的 是 这 些 隔 板 是 由 许多 大 小 相同 的 菱形 组 
成 的 . 


图 150--1 里 房 正 面 图 图 150 一 2 蜂 房 形状 图 


图 150 一 1 是 洞口 正面 ,150--2 是 一 个 巢 的 形状 .图 中 正六 边 
形 ABCDEF 是 人 人 口 , 底 是 三 个 萎 形 4,BGF COBCD， 和 
DFG 这 些 萎 形 蜡 板 同时 又 是 男 一 组 六 面 柱 润 的 底 , 三 个 蔡 
形 分 属于 三 个 相 邻 的 六 耐 柱 . 

历史 上 最 早 注意 蜂 房 的 这 一 特征 并 加 以 研究 的 是 占 希 腊 数学 
家 由 普 斯 {Pappus). 后 米色 有 太 文 学 家 并 普 勒 (Kepler) . 马 拉 尔 第 
(Maraldi) 等 人 . 马 拉 尔 第 甚至 揭示 了 作为 蜂 房 底 的 三 个 苏 形 ,其 
钝 角 等 于 109"28 ,锐角 等 于 70"32'1 马 拉 尔 第 的 观察 引起 了 法 国 
物理 学 家 雷 奥 姆 (Reaumur) 的 兴趣 , 雷 奥 姆 大 胆 断 言 “用 这 样 的 
角度 来 建造 蜂 房 ,在 相同 的 容积 下 材料 最 省 ." 这 个 猜测 被 瑞 二 数 
学 家 柯 尼 格 (Koenig) (他 的 计算 结果 与 实测 值 仅 差 两 分 } 和 后 来 的 
英国 数学 家 马克 劳 林 (Maclaurin) 从 理论 上 做 了 证 明 . 下面 是 这 个 
问题 的 提 法 和 其 中 的 -个 解答 . 
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问题 的 提 法 :在 相同 的 容积 下 ，- 个 六 面 柱 由 怎样 二 个 全 等 的 
菱形 作 底 ,其 虚 面 积 才 能 最 小 ? 
解 : 如 图 150 -2, 设 于 六 边 形 的 边 长 为 2a , 则 对 角 线 
BD=PFF=PDF=2uv3 
央 作 底 的 于 个 菱形 全 等 ,上 且 蓉 形 BCDiC 的 对 角 线 B,DD) 
平行 寺 底 画 , 即 BB DD 为 第 形 , 故 
BID=Bt=DF,=2av3 
设 GG 到 平面 B.D 的 距离 为 ,GG = GE = GA, ==2y， 
则 GC 在 柱 体 中 心 轴 上 的 投影 为 2x ,在 平面 A1CE, 上 的 投影 
为 2a{ 图 150 -3), 由 人 勾 股 定理 得 
(27)° + (02a) = (0y) 
即 rT ta’=y 


肌 
图 1 和 -4 补 上 棱锥 后 的 六 棱 
图 1S$0-3 | 的 损 影 图 柱 与 蜂 房 形状 关系 出 


将 侧 棱 AA,、CC, 和 EE, 延长 ,与 平面 BD,F) 分 别 相 交 于 
Ao\Co 和 王 o( 图 150- 4), 则 补 上 三 个 楼 锥 后 所 得 的 入 楼 柱 之 体 
积 与 蜂 房 穿 积 相等 ( 因 补 上 上 的 三 个 小 棱锥 体积 之 和 正好 等 于 口 - 
BiDiF 的 体积 ), 但 是 面积 却 有 变化 : 原 蜂 房 表面 积 碱 少 本 
6V3a +6ax( 一 个 六 边 形 Ao BCoDiEoF, 与 有 ALB1Ao 等 六 个 
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上 由 角 二 角形 面积 之 和 ), 面 愉 增 加 了 6Y3ay(tAjBiGF 等 三 个 葵 
形 面 秀之 和 ) ,于 足 蜂 虏 的 表面 积 比 六 棱柱 的 表面 积 全 省 了 
和 VY3a2 +6ar — 6v3ay 

问题 归结 为 在 条 件 rzr* +a? 一 yy 一 0 下 求 函数 Z=6Y3a? + 
6axr 6Y3ay 的 极 太 值 . 

构造 郴 数 

Pfryy hi-6Y3c2 6ar -6v3ay1afrz la’:— vy) 
求 其 对 了 ,ya 的 俩 导数 ,并 使 之 为 零 ,得 
Bat+2ar = 人 0 
| -2Ay=0 
了 十 一 如 一 心 

解 此 方程 组 ,得 
a _Y3a 
2” 2 
(这 里 会 去 了 zy 均 到 负 值 的 男 -组 解 ), 由 问题 本 身 知 最 大 值 一 
证 大 在 , 族 必 在 此 点 取得 . 

由 GC =2y=v6c ,BiDi=2v3c , 知 

tg DBIO, =- 方 - a 
gL GPC = tg2 /Di BC, 1 
二 242 

所 以 /GB, C0, =70.52877937°2270°32" 
于 是 BOD =180 — 7032 =109°28" 

谁 能 想到 小 小 蜜蜂 竟 是 如 此 卓越 的 建筑 师 |! 

蜂 房 的 奇妙 结构 不 仅 引 起 了 数学 家 的 注意 ,也 全 材料 工艺 师 、 
特别 是 名 机 结构 工艺 帅 得 到 启发 . 为 了 节省 材料 ,减轻 飞机 重量 ， 
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他 们 设计 了 “蜂窝 式 夹层 "结构 .这 种 结构 的 中 间 充 满 了 了 筷 测 ,在 两 
端面 上 有 商 层 金属 板 固 定 , 这 样 的 结构 要 比 实心 的 强度 高 ,隔音 隔 
热 性 能 好 ,而 重量 只 有 实心 的 几 分 之 一 . 当然 ,在 其 它 工程 应 用 中 ， 
蜂 突 式 夹层 也 同样 表现 出 巨大 的 优越 性 . 


参考 文献 : [10],p.264 一 268;[11],p.1 一 了 2;[15], 数 学 1， 
p.205—207. 


151、 在 确定 的 预算 下 ,劳动 力 与 资本 的 最 佳 配置 


在 经 济 学 中 有 个 Cobb - Douglas 生产 函数 的 模型 ”f(zr,y) 
= cr) 式 中 工 代 表 劳 动力 的 数量 ,y 为 资本 数量 (确切 地 说 是 
y 个 单位 资本 ),c 与 a(0< 之 a 达 1) 是 常数 ,由 各 工厂 的 具体 情形 而 
证. 因数 和 值 表 示 生 产量 . 

现在 已 知 某 制造 商 的 Cobb 一 Douglas 生产 函数 是 ffzr,y)= 
100z# y# ,每 个 劳动 力 与 每 单位 资本 的 成 本 分 别 是 150 元 及 250 
元 .该 制造 商 的 总 预算 是 50 000 元 . 问 凶 该 如 何 分 配 这 笔 钱 于 和 雇 
用 劳力 与 资本 ,以 使 生产 量 最 高 . 

解 : 这 是 个 条 件 极 秆 问题 . 求 在 条 和 忻 

150x +250y= 50 000 下 
f(x,y)=100z3 y+ 的 最 大 值 . 

令 F(xr,y,A)=100z1y: +A(50 000— 150x 一 250y) 


5 一 75x 4y1 -1504=0 (1) 

多 =25z3y -2504=0 (2 
J» 

50 D000 — 150z —250y=0 (3) 


由 (由 式 解 得 一 方 z 于 计 代 入 (2) 式 
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得 257d yd 125r #4y* -=0 
[ 式 丙 边 同 乘 x4 y? ,有 
25T — 125y=0 
r=5y 代 人 (3) y= 50,z =250. 
即 该 制造 商 应 该 家 用 250 个 中 动 力 而 把 其 余 的 部 分 作为 资 杰 投 
大 ,这 时 可 苇 得 最 大 产量 . 
f(250,50)=16 719 


参考 文献 : [23],p.422--423. 


152、 抵 押 贷 球 与 分 期 付 慰 购物 分 析 


一 , 枢 押 贷款 一 一 从 购买 公房 谈 起 . 

《报刊 文摘 31994 年 3 月 3 日 载 “ 职 上 购买 公房 ,一 次 性 秆 清 
房 款 的 ,可 申请 抵 提 贷款 ,贷款 部 分 不 超过 房价 的 加 此, 限期 25 
年 ,利率 遍 于 银行 存款 利率 .” 

问题 1: 小 李 夫 妇 要 购买 二 居室 - 套 的 公房 , 共 上 万 元 -次 付 
清 . 他 们 自己 可 以 设法 筹 借 到 4 万 元 ,另外 揣 万 元 申请 抵 捉 贷款 . 
上 月 利率 为 1% ,期 限 25 年 .试问 小 李 夫 妇 每 月 要 还 多 少 钱 . 

解 : ”时 间 单 位 为 月 , 设 抵 押 贷 款 期 限 为 N 个 月 ,贷款 箱 为 
4 .月 利率 为 RR, 按 复 利 计算 ,每 月 还 钱 x ,还 款 约 定 从 带 款 日 的 
下 一 个 月 开始 .二 是 开始 还 款 的 第 -个 月 还 了 上 后 还 欠 款 (简称 
第 -个 月 述 尔 款 , 下 同 )， 

A1={]1+R)Ao--z 


第 二 个 月 还 穴 款 : A;=(]+R)AI—x 
第 二 个 月 还 欠 款 : Ai={(1+R)A,.—zx 


第 N 个 月 还 欠 款 . = (+ R)A,_,—x 
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这 是 一 种 特殊 的 差分 方程 . 过 项 代入 即 得 
An = Ao(l+R*Y— zl + RY 1+**+t+1] 


Ax~ Ao(1+R)" -x CR) 1! (1) 


N 月 还 清 , 即 4Av = 二 0, 册 (1) 可 解 出 


AoR(O+ RI" 
T= TRIM-T be 
对 于 小 李 去 妇 来 说 ,4=60 000, R=0.01,N = 300, 所 以 


二 631.93 元 

思考 题 I. 若 R=0.015,z7=? (zx 二 910.46) 

2. 若 R=0.0l,N=240,r=? (r=600.65) 

3. 若 希 望 每 月 还 的 钱 最 少 , 应 选择 的 利率 大 小 和 异 期 的 最 住 
值 应 是 什么 ? 

4. 如 果 小 李 夫 如 每 月 其 能 归还 500 元 ,他们 应 采取 什么 措施 
才能 通过 抵押 贷款 来 购房 . 

问题 3: 正当 小 李 夫 妇 想 去 办 理 上 述 抵押 贷款 时 ,他 们 看 到 革 
借贷 会 司 的 一 则 广告 ;顾客 们 ,我 们 可 以 在 不 增加 还 款 数 额 的 条 
件 下 帮 您 们 可 前 还 清 欠 款 . ?小 李 夫 妇 走 进 了 借贷 公司 ,接待 他 们 
的 雇员 针对 他 们 情况 提出 .“ 您 们 每 两 星期 向 我 们 交 316 元 (631. 
93 死 的 - 半 ), 您 们 即 可 提前 三 年 了 结 债 务 , 但 为 了 信誉 , 要求 您 
们 先 预 付 三 个 月 的 还 款 . "小 李 夫 妇 对 此 很 动心 ,但 又 不 赤 懂 ,不 知 
道 该 向 哪 一 察 借 贷 . 他 们 去 请 教 了 一 位 数学 界 的 朋友 吴 先 生 , 其 先 
生 慌 了 如 下 分 析 ,使 小 李 去 妇 明 白 了 该 怎么 办 .同时 ,再 一 次 感到 
数学 太 重 要 了 .其 先生 的 分 析 是 : 

1. 篇 短 还 款 问 隔 可 以 缩短 还 款 叶 间 , 但 远 达 不 到 3 年 . 因为 


两 星期 还 一 次 相当 于 半 个 月 还 - -次 .在 (2) 式 中 ,只 需 用 尺 = 0 5 
二 0.005. 代 人 人 求 N 即 可 ,对 N 有 如 下 公式 


N=In (F/G FR) (3) 
”279 1 
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用 工 =316,4=60000, 民 =0.005, 代 人 得 N598{ 半 月 )=299 
月 . 即 最 多 只 能 提前 一 个 月 还 清 . 

2. 缩短 3 年 期 跟 的 关键 是 预付 3 个 月 的 还 款 . 因 为 这 样 实际 
上 小 全 天 妇 只 借 了 Ao 二 60 000 一 3x632=58 104 元 ,再 代入 (3) 
式 得 

N2505( 半 月 )==252.5( 月 ) 

可 提前 47.5 个 月 .所 以 如 果 小 李 夫 妇 只 借 58 104 元 (相当 预付 一 
个 月 的 还 款 ). 并且 每 两 周 还 316 元 他 们 差不多 用 21 年 即 可 还 清 
兴 款 . 傅 贷 公司 的 利润 是 多 少 , 不 很 清楚 吐 ? 

二 、 分 期 付款 购物 

某 大 看 到 一 则 广告 : 某 商 赴 对 电视 机 进行 分 期 付款 销售 .一 
售 价 为 4 000 元 的 电视 机 ,如 果 分 36 个 月 付款 ,每 月 付 150 元 即 
串 . 男 外 ,他 丸 得 到 一 则 银行 贷款 的 消息 :5 000 元 以 下 的 贷款 ,在 
3 年 内 分 期 还 清 , 年 利率 为 15% .现在 他 想 买 一 台 上 述 标价 的 电视 
机 ,他 应 该 向 银行 贷款 呢 ? 还 是 直接 向 商店 分 期 付款 ? 

解 : 我 们 只 要 计算 他 向 银行 贷款 ,分 三 年 还 清 ,每 月 要 还 多 
少 钱 即 可 . 


利用 公式 (2). 年 利率 15%, 月 利率 R= 沙 : 15% = 1.25%, 


N=36, 所 以 


1. 0 +0.0125)” 


一 二 138.66( 元 ) 


4000: 

{1 二 
显然 ,他 应 该 向 银行 贷款 . 

下 一 个 回 题 是 :如 果 他 向 商店 分 期 付款 ,商店 实际 上 征收 了 多 
少 的 利率 ? 

他 向 商店 分 期 付款 ,实质 上 是 向 商店 借 了 4 000 元 ,每 月 还 
150 元 ,36 个 月 还 清 . 求 利 率 , 就 是 在 公式 (2) 中 , 弓 知 rr,N,A， 求 
尺 , 即 从 
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(1 二 R)NA, = 0 
中 求 民 . 它 可 用 牛顿 迭代 法 求解 .( 和 牛顿 法 参见 109 例 ) 我 们 也 可 用 
男 一 种 近似 解法 .由 上 知 , 当 月 利率 为 1.25% 时 ,每 月 要 还 138.66 
(元 六 霓 在 看 月 利率 为 2.5% 时 ,每 月 要 还 多 少 ? 通过 计算 知 要 还 
169.80 元 .对 比 

年 利率 15% (月 利率 1.25%) 每 月 还 138.66 元 

年 利率 30%( 月 利率 2.5 缉 ) 每 月 还 169. 80 元 
芋 15% 己 30% 之 间 用 优选 法 :(30 一 13) .0.618= 9.27. 因为 年 利 
率 为 30% 时 ,还 款额 偏离 150 较 大 ,所 以 用 30-9=21, 即 年 利率 
为 21%{ 月 利率 为 1.75%) 试 算 ,得 x = 150.7 元 .所 以 商店 向 顾 
客 和 实际 征收 了 差不多 是 21% 的 年 利率 . 

三 、 这 类 问题 与 微分 方程 的 关系 : 
因为 Any=Aw(l+R)-x {4) 

六 一 An 1 = iR— 
若 到 时 间 间隔 不 是 单位 时 间 ， 而 是 Az , 记 

Aw=AlIN) ,Aw i =A(ty 1) .At=In -ty (A1). 
os 人 Atv) = A + RAL)- raAr. 
Alty)— A(ty 1)=A(ty_i)RAt — rat 
一 (At DR rc)Ar 


十 = 
故 全 Canv-， 。 a 
f 
记 -1 二 +z, 令 At 一 0 得 


| 


dz 
A{(0)= A, 


解 得 A(1)= Ae* + Ze 1 由 于 ee 一 (TRY 


+ R) 代 人 ,并 令 1=N, 记 A(N)= An, 得 
-DR 
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上 一 一 


和 zl ltR ”一 | 
Av = An(l+R)- Us 1 


参考 文献 : 1371.pb.8 一 9. 


153、 火 箭 发 射 后 地 球 对 火箭 引力 减 小 的 速 
率 是 多 少 


当 火 第 从 地 和 面 发 射 后 , 它 的 质量 以 40 千克 / 秒 的 速度 减少 (由 
燃料 的 消耗 引起 的 ). 当 火 箭 离 地 球 中 心 6378 会 里 时 ,火箭 的 速度 
是 100 公里 /种 , 火 币 的 质量 为 mr ,加 这 时 的 地 球 对 火 篇 的 引力 下 
碱 小 的 连 闻 是 多 少 ” 


解 : 出 万 有 引力 定律 ,地 球 对 火箭 的 引力 为 下 = 《并 ,其 


中 心 为 万 有 引力 系 数 ;AM 为 地 球 的 质量 ; 人 亡 是 
上 时间 > 的 荔 数 , 记 为 大 (3r 是 火箭 到 地 球员 心 的 距离 , 它 也 是 时 
间 zf 的 冰 数 , 让 为 rr) 

F(e) = RH = flm(i), -C1)) 


现 放 要 求 [在 7 二 6378 处 的 值 . 


4 
_3Ff dm ls dr 


oe dm dr 下 dr 


= GM(- sp (4) 一? 健 : 辫 ) 
六 rt 
于 是 
dR 
| om eM 


一心 378 


D141 


了- 中 二 
(C6378Y 30) {6378)3 “100) 


S70 
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人 (401+ 


200 7 
(6378) 


6378 


参考 文献 : [25j. 下 上 册 ,p,228. 


154、 怎 样 确定 电视 机 的 最 优 价 格 


某 电 视 上 机 上 生产 -台电 视 机 的 成 本 为 ,每 台电 视 机 的 售 信 
为 .该 广 的 生产 处 于 平衡 状态 ,邮电 视 机 的 生产 量 等 于 销售 量 . 

由 于 市 场 范 第 的 影响 ,电视 机 上 售 价 越 馈 ,销售 量 x 就 会 越 低 . 
根据 市 场 调查 可 以 确定 

r=Me TAO0D) 

其 中 M 是 市 场 的 最 太 需 求 量 ,a 基价 格 系数 . 

男 -方面 ,上 售 销量 x 越 大 ,每 台电 视 机 的 生产 成 本 就 会 越 低 ， 
根据 对 生产 环节 的 分 析 可 知 

CC 一 下 nz (co,k >0,r>1) 

其 中 co 是 只 生产 一 台电 视 机 时 的 成 本 , 晨 规 模 系 数 . 

恨 据 上 述 条 件 ,应 该 如 何 确 定 电 袖 机 的 从 从 p ,才能 使 该 三 获 
得 最 大 利润 ? 

解 : 没 利润 为 4, 电视 机 售 价 为 ,成 本 为 c ,销售 量 为 工 . 则 


tt 一 {p 一 二 放 二 
由 十 市场 机 制 的 约束 ,x ,pc 之 间 有 如 下 关系 
= Vie 党 (1) 
c= cn ™ klnzr (2) 


因此 , 求 最 大 利润 是 个 带 约 束 的 条 件 极 值 问题 ,我 们 采用 La- 
grange 乘 数 法 求解 . 令 
Lirpc}=(p— ce)rtatr— Me BY+ kc—eco+klnr) 
Sp-e)+tAtkE =0 (3) 
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+ t AMae ”=0 (4) 

rt-0 (5) 

将 (1) 代 和 (2) c= co -k(nNM— ap) (6) 

由 (4) 可 知 ia= -1, 即 4= 一 二 (7) 

由 (5) 可 知 r=p, 妈 =1 (8) 
将 {6) (7)}、(8) 代 人 (3) 


p- co +k(InM 一 ap 一 | 


co~ klInM+ i —& 


由 此 可 得 p” 0 (0) 
这 就 是 电视 机 的 最 优 价格 . 

思考 题 : 已 知 仅 生产 人 台电 视 机 的 单位 成 本 是 5000 元 / 台 ， 
生产 10000 台电 视 机 时 的 单位 成 本 是 3000 元 / 台 . 根据 市 场 调查 ， 
当地 的 电视 机 年 需求 量 为 100 万 台 , 该 厂 的 电视 机 去 年 每 台 上 党 价 
为 3000 元 , 共 售 出 4.9 万 台 . 若 需求 方式 与 生产 方式 都 不 改变 , 试 
确定 出 今年 电视 机 的 最 佳 销售 价格 . 

提示 :最 佳 货 价 依 (9) 式 确定 . 现 co=5S000 后,M=100 万 ,但 
仍 要 求 得 z 及 二 的 值 . 


据 (2}) 可 知 A hd 
— lnz 
将 clr)=3000 元 ,x = 10000 台 代 人 ， 
_ 5000 ~ 3000 . 
k= mil0000 一 2/ 
据 (1) 可 知 Pe > 


将 工 二 4.9 万 台 ,M=100 万 台 ,5= 3000 元 代 人 ， 
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_ ln1000000 一 In49000 。 
ca -00 二 0.001] 


特 上 en 天 ,a 代 太 (9) 


5000 一 217In1000000+ -557 一 217 
六 一 一 一 125001X207 OOD a 


参考 文献 ， [65],p.92. 


1SS、 如 何 确定 面 肝 胀 系数 


设 有 一 块 很 薄 的 矩形 平板 ,由 于 它 的 结构 关系 ,其 各 疝 的 膨胀 
系数 均 不 相同 , 倒 如 在 某 些 晶体 中 ,垂直 于 一 主轴 切割 一 落 片 ,此 
薄片 的 各 边 和 其 它 两 个 轴 相 平行 . 如 将 此 片 加 热 , 则 在 两 个 主要 方 
问 了 上 ,膨胀 并 不 是 一 样 的 ,和 但 仍 保 持 其 矩形 的 形状 . 试 求 它 的 热 及 
胀 系数 <. 

解 : 将 此 甜 形 片 加 热 , 设 温度 + 时 ,薄片 的 面积 为 F(z), 若 
矩形 两 边 长 分 别 为 x() 肥 y(2), 则 

FIA)= .rt) y(t) 

由 面 膨 帐 系数 的 定义 可 知 ,e 是 单位 面积 上 面积 对 混 度 的 变 

化 率 , 因 此 


dF 
dt 
本 Fm 
因为 下 = zxy, 工 二 (tf) ,y= 二 y(t), 由 二 元 复合 函数 求 导 法 则 ， 
有 
dF _aF dr ,9Fdy_ y+ dy 
di or df dydrt dt dt 
i =1 ,dr dy ldr, ldy 
所 以 ， Elst i (LD) 


da 
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式 中 , 衬 .中 分 别 是 沿 两 个 主要 方向 的 线 脱 胀 系数 ， 


如 果 假 没 ==y=1, 这 时 由 公式 (1 就 得 到 面积 的 膨胀 系数 


_ UP dr dy 
ER (2) 


[: 式 说 明 , 面 膨胀 系数 等 于 两 个 主要 方向 的 线 脱 胀 系数 之 和 . 
如 果 r,? 与 + 的 函数 式 为 线性 关系 ,例如 


7=1l+at,y=1+A 
dr dy_ 
于 是 高- -oP 
所 以 面 膨胀 系数 为 ; 
e= 守 =a+t8 (3) 


与 上 面 情形 类 伏 ,也 可 以 求 出 沿 三 个 轴 作 不 均匀 脱 胀 的 平行 
六 面体 的 体彩 胀 系数 .例如 , 某 些 晶体 ,其 过 与 三 个 主要 晶 轴 相 平 
行 .如 各 边 等 十 z+ ,y 和 >z, 则 体积 为 
V= ry 
和 和 上面 _ 样 , 当 工 二 y= 二 1 时 , 体 脱 胀 系 数 为 
过 人 dy | dz (4) 


即 立 方 体 的 体 脱 胀 系数 等 于 各 线 脱 胀 系数 之 和 . 
(4) 式 不 论 z、y 和 wz 对 于 上 的 关系 怎样 ,都 是 成 立 的 .在 最 简 
单 的 情况 下 , 当 


T=1l+at,y=1+ 上 应 ,z=1+ Yt 


这 时 ,gs 二 at+B+ YY. 
对 于 各 向 同性 体 ,a = 8= 7, 即 得 熟知 的 公式 
e= =30 


即 体 脱 胀 系数 等 于 线 膨 胀 系数 的 3 倍 . 
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参考 文献 : [32],p.17- 18. 


156、 如 何 才 能 使 同 收 酷 酸 的 效果 最 好 


在 4 .也 两 和 神 物 质 的 洲 液 中 ,我 们 想 提 皮 出 物质 4 ,可以 采 服 
这 和 样 的 方法 : 佳 和 .的 溶液 中 期 人 第 二 种 殉 质 口 ,而 啼 与 召 木 下 
溶 , 利 用 AA 在 CC 中 的 深 解 度 较 大 的 特点 ,将 A 提取 出 来 .这 种 方 
法 就 是 化 上 中 的 莘 取 过 程 . 

现在 有 稀 水 溶液 的 附 酸 ,利用 葵 和 作 为 溶剂 , 设 茶 的 总 体积 为 
.进行 3 次 蔡 取 来 冉 收 本 酸 . 问 每 次 应 地 多 少 茶 量 , 方 使 从 水 尝 
湾 中 芋 取 出 的 醋酸 最 多 ? 

解 : 设 水 溶液 醋酸 的 体 租 为 a ,水 浪 液 中 醋酸 的 初始 深度 为 
40 并 设 每 次 革 取 时 都 遵守 下 列 定 律 ; 

y= kr, (i=1,2,3) (1) 

式 吕 为 和 荫 数 ,ww rr 分 别 表示 第 : 次 茜 取 时 茶 中 的 研 酸 重 其 浓度 
及 水 溶液 中 搏 酸 重量 让 度 , 下 标 i 是 指 莫 取 的 顺序 ， 

设 将 甘 的 总 体积 六 分 为 而 | 站 和 zm4 二 份 . 

对 第 -次 萃取 作 醋 酸 量 的 平衡 计算 , 即 

渚 酸 的 总 量 = 茶 中 噶 酸 的 量 + 水 溶液 中 醋酸 的 量 . 

由 醋酸 的 物料 平衡 计算 ,得 


HTo ~ My tar (2) 
将 (1) 式 代入 (2) 式 ,得 
Crn 一 《了 2 下 十 他 JEi 
由 此 得 
tn 
a (3) 
辐 理 ,对 第 二 次 革 取 ,可 得 
村 霜 Se (4) 
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对 第 二 次 茶 取 ,可 得 


3 
i (5) 
将 (3) 式 代入 (4) 式 ,得 
ma {armbar mak) 9 
将 (6) 式 代入 {5) 式 ,得 
、 .二 站 (7) 


3 Catmik)lal mk)(at mk) 
为 了 在 一 证 甘 量 时 得 到 最 完全 的 某 取 ,rs 应 为 极 小 值 . 因为 
a 76 是 常数 ,所 以 只 需 考 点 (7) 式 石 端 分 母 的 极 上 大 值 ,为 此 , 设 
下 一 下 (人 721 m2 mat mk)(lat mk)(at+ mk). 
现在 求 晴 数 & 在 条 件 mm + zr; + zm3 三 zm 下 的 极 值 ,利用 拉 格 户 
日 习 数 法 求解 . 设 辅 助 冰 数 
p(tatmgkj)lat mk)(at mk) 


tAlmt m+ mo) 


a 十 ngkj{tatmak}t+A=0 


pt 


由 人 (8) 


9 1, 


器 
3 =k(a + pk)ltat+ mk)t+A=0 
Hi 


解 得 Wi = m= 


不 难 验证 ,这 时 uw 取得 最 大 值 ,从 市 x; 最 得 最 小 值 .也 不 难 


看 出 ,这 个 结果 是 一 般 件 的 ,因而 ,为 了 使 茜 取 出 物质 晤 多 , 夸 论 将 
洗 剂 总 量 mm 分 成 多 少 份 ,各 次 虚 采 用 等 基 的 洲 剂 . 


参考 文献 : [32],p.22 一 23. 
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15$7、 你 会 求 使 旋转 体 的 表面 积 最 小 的 曲线 吗 


设 通 过 两 点 (a, 六 ),(5,B) 的 曲线 用 y= ylzr) 表 示 , 将 此 曲 
线 绕 .+ 负 旋 转 得 一 旋转 曲 而 . 问 如 何 选取 曲线 y= y(zr) 方 能 使 旋 
转 面 的 面积 为 最 小 ? 

解 : 解决 这 个 间 题 需要 用 到 变 分 法 . - 般 说 , 变 分 法 就 是 求 
下 述 形式 的 算 积 分 ( 设 y= y(.r)) 

r= pC yy a ( 


的 极 值 问题 , 式 (1) 这 种 函数 叫 敌 兴旺 . 像 陌 数 的 微分 理论 中 的 极 
值 问题 - 样 ,证 蚌 理 论 中 也 有 极 值 问题 . 变 分 法 赋 究 的 对 象 就 是 求 
这 函 的 极 值 . 

在 一 定 的 条 件 下 , 可 以 证 明 ; 使 式 (1) 肥 得 极 值 时 的 随 数 
2 三 yz 必须 潢 是 (证 明 从 赂 ); 


aF do 
oy 上 0 


方程 (2) 称 为 变 分 法 中 的 欧 拉 (Euler) 方 程 . 
当 (1) 式 中 的 下 不 显 合 x 时, 即 下 = Fl(y,y ,这 时 (2) 式 两 
端 同 乘 以 一 y , 财 得 


是 全 | 二 5 
Ydrldy | Yay 

dyYyd faFYy oFdy_ 
(a a yd (2 ) 


由 于 天 =Fyy 根据 二 元 复合 函数 求 导 法 则 ,有 
dF _3Fdy 二 日 有 dy” 
dx 9ydx a dr 
dFdy _ dF _93Fdy 
oydr dr dy dr 


所 以 


将 上 式 代入 (2), 得 
" 203 * 
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dy do qdP (于 他 = “ 
(ao 1 
di ,aF df .29Fy_dF 
2 | 3 i 
_ didy le dF 
村 全 Dy {lt 
人- dF 
drdzx\ay ay dr: dr 
_dyd ) ,OF dy 
-人 在 (yy le dr 
所 以 (27) 式 在 喘 等 了 二 :> 5 天 | ,于 是 (27) 式 就 化 为 
下 天 让 有 
人 
将 上 式 黄 边 对 各 分， 
FP=C(C 为 常数 ) (3) 


(3) 式 就 站 人 不 旺 会 ,好 下 二 F(ty,y 时 ,使 工 取 得 
极 得 ,y= yc 应 该 满足 欧 拉 (Euler) 方程 . 规 在 米 解 炙 开 始 提出 
的 问题 . 出山 知 的 旋转 茄 的 面 和 会 式 
1=2x| ， ve (Cy )* dz 
来 求全 工 最 小 的 曲线 y= yz) 
这 时 ( 洋 式 中 的 多 数 下 为 


F=yv1+ (yy) 
由 于 遇 数 玉 Tn 所 以 ws= yz 说 满足 丈 拉 方程 (3), 汗 
oF 
意 到 一 人 ,所 以 3 化 为 
aa 
we 1 了 
y /1 ‘yyv1l+(y}= 
所 以 y=Cv1lt+(yY 
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上 方程 为 变量 可 分 离 方 舟 : 
dy_ -dr 
Ee 
两 端 积分 ,得 


y= Cich(E + I (9 
这 蚌 甚 链 线 方程 ,其 积分 常数 由 边界 条 件 决定 . 


思考 题 : 如 果 给 出 边界 条 件 , 即 设 端 点 -a=56=7 ,A 二 B= 
请 , 试 讨 论 解 的 情况 . 


参考 交 献 : [33|,p.503 一 505. 


1S8S8、 尿 素 的 清除 率 


肾 的 “个 重要 的 功能 是 清除 血液 中 的 不 素 . 临床 上 在 尿 量 小 
时 ,为 减少 尿 量 变动 对 所 测 尿 素 清除 率 值 的 影响 ,通常 采用 尿素 标 


清除 率 计算 法 , 即 C- ,其 中 UU 表示 尿 中 的 只 素 浓度 ,V 


表示 每 分 钟 排出 的 尿 量 . 疡 表示 血液 中 的 尿 泰 浓度 .正常 人 尿素 标 
淮 清 除 率 约 为 54. 某 病人 的 实验 室 测 量 值 为 UU = 500, 六 = 1.44， 
P=20, 则 毛 =30. 若 每 一 测量 值 的 误 盖 最 大 不 超过 工 % , 试 佑 算 上 
的 最 人 绝对 误差 和 相对 误 疙 ， 
解 : VP 的 误差 最 太 不 超过 1% ,斯 ， 
和 


之 1%， YY|<i%, 全 P| 1%, 


midU|AES, dV | <0.0144,1d4P1<0.2 
昌 全 微分 公式 ， 
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DC aC aC 
dC SdU+ yd V+ 3dP 


UvYVY a0 VV DC UT DC _ UvyV 


HC p00 Pa 全 
当 UU=500,V=1.44,P=20 时 
dC Ai aC 
9 1 
,ac 3 aC 
1d | 扫 a [di | lavi+t |26| |dP| 
0.06x5+125/12x0.0144+1.5x0.2=0.75 
|dC| -0.75 
Me 0 


C 的 最 大 绝对 误差 为 0.75, 最 大 相 对 误差 为 2.5%. 
参考 文献 : [45],[47],p.359. 
159、 大 气 污染 指数 的 影响 因素 


一 个 城市 的 大 气 污染 指数 PP 取决 于 两 个 因素 ,空气 中 固体 废 
物 的 数量 x 和 空气 中 有 害 气 体 的 数量 y, 在 某 种 情况 下 己 = x*+ 
Dry td4ry’. 


i aP 2P aPp aP 
试 说 明 一 一 ,一 一 意 兴 ,并 计算 一- = . 
OX lp Gy aw 四 意 并 计算 (10,.5) OY | tt0.5) 


当 工 增长 10% 或 y 增 长 10% 时 ,用 偏 导 数 合算 P 的 改变 量 . 
解 : =|， ,的 意义 :如 果 空气 中 有 害 气体 的 数量 ”为 一 党 


数 6 ,空气 中 固体 埃 物 的 数量 x 是 变化 的 ,那么 当 z =a 有 一 个 单 
位 的 改变 时 ,大 气 污染 指数 P 大 约 改变 3| 个 单位 . 


十， 
同样 地 ,可 以 说 明 泪 |，， 的 意义 
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， 全 了 十 2 十 年 放 ,3 2 t+ 8xry 


a -20+10+100=130 
可 元 二 1 站 ,5 

| =20+400=420 

HY | D3} 


没 窜 气 中 有 害 气 体 的 量 y= 5, 日 周 定 不 案 , 当 空气 中 固体 庚 
物 的 量 x+ = 10 时 ,了 对 xz 的 变化 率 等 于 130. 当 工 增长 10% , 即 = 
从 10 到 11, 了 将 增长 天 约 130x1= 130 个 单位 (事实 上 ,了 P(10,5) 
=1200,P(11,5)=1331,P 增长 了 131 个 单位 }). 

间 样 地 , 设 宁 气 中 国体 废物 的 芋 .x = 10 月 辕 定 不 变 , 当空 入 
中 有 害 气 体 的 量 y =5 时 ,PP 对 yy 的 变化 率 等 于 420. 当 增长 
10%, 即 yy 从 5 到 5.5, 培 长 0.5 个 单 歪 时 ,PP 大约 增长 420 x0.5 
=210 个 单位 (事实 上 ,PP(10,5) = 1200, Pp(I0,5.5)=1420,P 增 
长 了 220 个 单位 ). 

因此 ,天气 污染 指数 对 有 害 气体 增长 10 络 比 对 国体 废物 增长 
10% 更 为 敏感 . 


参考 文献 : [45],p.320. 


160、 上 广告 的 费用 及 其 效应 


某 交 饰 材料 会 可 答 以 每 情 2 元 的 价钱 购 进 -- 批 彩 漆 . 为 了 尽 
块 收 茹 资金 并 获得 较 多 的 赢利 ,公司 经 理 李 先生 打算 做 广告 ,于 是 
使 找到 广告 公司 的 王 先生 进行 咨询 , 全 经 理 认 为 , 随 着 彩 漆 上 售 价 的 
提高 ,预期 销售 其 将 减少 ,并 对 此 进行 了 估算 ( 见 表 160.1). 他 问 
王 先生 广告 有 多 大 的 效 庶 . 王 先 生 说 ; “投入 一 定 的 广告 费 后 ,销售 
量 将 有 “个 增长 ,这 由 销售 增长 因子 来 去 示 .例如 ,投入 3 万 元 的 
三 告 费 ,销售 增长 因子 为 1. 85, 即 销 货 量 将 是 预期 销售 量 的 1.85 
倍 . 根 据 经 验 ,广告 费 与 销售 增长 因子 的 关系 有 表 160.2." 李 经 理 
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拆 厅 ,迫切 想 知道 最 佳 广告 费 和 上 售 价 为 多 少时 预期 的 利润 最 大 . 工 
先 牛 经 过 计算 ,给 出 了 下 而 的 解答 . 


表 160.1 人 和 售 价 与 预期 销售 是 表 160.2 广告 费 与 销售 增长 因子 
上 仿 价 预 戎 销 此 綦 ( 千 皮 ) 广告 器 (元 】 销售 增长 内 于 
20 41 0 0 
2.50 38 10 000 1.40 
3.00 4 20 000 1.70 
3.50 32 30 O00 1.85 
4.00 29 40 000 1.95 
4. SU} 28 50 000 2.00 
5. 00 35 pO ON 1 .95 
5. 50 22 70 000 1.80 
6.00 20 


解 : 分 别 将 表 160.1., 表 160.2 中 的 数据 给 成 图 160 一 1 图 
160 一 2. 从 图 160 一 1 可 以 看 出 ,数据 点 近似 于 一 条 直线 ;从 图 160 
一 2 可 以 看 出 ,数据 点 近似 十 一 条 一 次 曲线 . 

设 z 为 预期 销售 量 ,y 为 售 价 ,xz 为 广告 费 , 为 销售 增长 因 
了 ,< 为 每 彬 彩 漆 的 价钱 ,由 图 160 一 1, 图 160 一 2, 今 

T=ayt+# (1) 
下 二 ce ez 十 大 (2) 


系数 a,5,d,e, 了 待定 (着 a,d 是 负 的 , 则 (1)、(2) 式 反映 了 图 
160 一 1、 图 160 一 2 的 数量 关系 ). 
投入 广告 费 后 ,实际 销售 量 * 等 于 预 捧 销售 量 乘 以 销售 增长 
央 子 , 即 s=&r. 所 获得 的 利润 
P= 二 收入 一 支出 
= 销售 收 入 一 购 进 彩 漆 的 费用 - 广告 费 
二 一 和 一 二 SU 一 CE) 一 人 一 一) 一 之 
=(dz tezt 门 (ay tb)(y~ ec)— 
妈 己 是 yz 的 函数 Ply,z). 
要 求 利润 PP 的 最 大 值 ,也 就 是 要 求 P= Pt{y,z) 的 极 值 .根据 
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| 惠 期 销 自 虽 

志和 全 A 
这 
* 
上 
3 四 
并 
所 

2 
a Nm i 基 pee 

. - : 上 售 济 

图 16 一 1 入 价 与 需 期 销 人 桂 屋 的 对 应 
销 肯 增长 因 玫 
2 3 
x + 
斌 
1 
CC 

a ! 4 OO Mo 上 告 费 


图 1660 一 2 广告 费 与 销 尼 增长 因子 的 对 应 


ee 
令 一 0, 一 0, 则 得 下 询 方 程 组 : 
gp Cae tertit ft2ay tb—ac)}=0 (3) 
0 0 (4) 


中 (3) 得 wz? ++ezi f=0 吉 2ayt+b~ac=0 dz’+ez+f= 
0 等 价 于 &=-0, 此 种 情况 不 在 考虑 范围 内 , 舍 去 .因此 有 2ay + 旦 
ar 一 站 , 邯 
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_ ac—». 
Ya (5) 


将 y= 5S- 了 代 人 (4) 式 ,得 下 式 


z= 一 (6) 
2d{aytb)(y—e) 2d 

用 最 小 二 乘法 对 表 160. 1 中 的 数据 做 直线 拟 合 ,得 a = 
一 5133,5 三 50420; 对 表 160.2 中 的 数据 做 二 次 曲线 拟 合 ,得 df = 
—4.256x 10 ",e=4.092x10 ,fF=1.019. 

将 a、5、c、d,e、f 的 值 代 入 {5),(6) 式 ,得 y=5.91,z 一 
33113; 将 a ,5,3y 的 值 代 人 (1) 式 ,得 工 二 20084; 将 4 ,e, 了 ,xz 的 值 
代 人 (2) 式 ,得 大 =1.91. 

从 上 面 的 计算 可 知 ,投入 33113 元 的 广告 费 后 ,实际 销售 量 为 
&r 三 38360 ,利润 为 116875 元 . 


参考 文献 : [48],p.79 一 84. 


161、 最 大 利润 问题 


某 公 司 在 生产 中 使 用 1 和 开 两 种 原料 ,已 知 I 和 于 两 种 原料 
分 别 便 用 z 单位 和 yy 单位 可 生产 UU 单 位 的 产品 ,这 里 
U(r,y)=Bryt+327r +40y -4r  —6y 
并 且 第 工种 原料 每 单位 的 价值 为 10 美元 ,第 上 种 原料 每 单位 的 价 
值 为 4 美元 ,产品 每 单位 的 售 价 为 40 美元 , 求 该 公司 的 最 大 利润 . 
解 : 生产 L(x,y) 单 位 的 产品 的 总 成 本 为 107 上 + 4» ,总 收 
人 为 40U(r、y) ,从 而 利润 晴 数 为 
Pl.r, Y= A40U(r,y) -10r 一 dy 
-40(8.ry +327xr + 40y— dx - 6y)— 10r—-4y 
=320ry 1 1270c + 1596y — 160x° 240y’ 
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uP 


人 AT 


7 =320+ +1596— 480y=0 


一 320y + 1270 ~ 3207r=0 


解 得 驻 点 (ro ,v0) = 二 (21.88125,17.9125) 


azP Pp_ _- Ci 
又 了 = 320,5 7 = 480,773» = 320 
op ap /fap Pp 
是 em er re 
在 (zu y 0 站 判别 式 好 六 避 人 7 (元 寺 $1200>0 而 地 < 


0, 故 Ptr ,y) 在 (xro ,vo) 点 达到 最 大 值 , 即 该 公司 的 最 大 利润 为 
P(21.88125,17.9125)~~28189( 美 元 ) 
思考 题 : 奉 第 工 . 开 种 原料 每 单位 的 入 价 均 为 10 美元 ,产品 
每 单位 的 售 价 为 30 美元 , 求 该 公司 的 最 大 利润 (20962 美元 ). 


参考 文献 : [1], 下 册 ,p.314. 


162、 弦 振动 方程 


演奏 弦乐器 (如 提 寺 .二 胡 ) 的 人 用 号 在 弦 上 来 回 拉 动 .号 所 接 
触 的 只 是 纺 的 很 小 一 嚼 ,似乎 应 该 只 引起 这 个 小 段 的 振动 .实际 
上 ,振动 总 是 传播 到 整 根 下 , 引 的 各 处 者 振动 起 来 . 大 们 力求 用 数 
学 方法 研究 这 种 荡 振 动 传 播 现象 

考虑 一 概 绷 紧 的 疲 , 它 在 不 振动 时 是 一 根 直线 ,就 取 此 直线 作 
为 了 轴 . 在 时 刻 上 =0 将 此 臣 拨 动 一 下 使 共振 动 . 令 w(x,t) 表 未 
弦 上 对 应 于 横 坐 标 z 的 点 在 时 刻 * 的 横向 位 移 . 则 用 讨论 张力 的 
方法 可 推 得 w(x ,i) 满 足 候 微分 方程 

Hu, 2 
3 


其 中 a 为 常数 , 称 为 孩 振动 方程 . 试 解 些 方程， 
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] 
| CE 
解 : 作 代 换 1 | | 
| a 


刚 .0 ou. du ou 
Dr Dor dn dr dé dy 
du Da ae Tu dn, Tu dE ,du.oy 


Dx De 5r aa Or aeoy or Gy oz 


-2 这 -3 

0 

Ade dédn dn 
Re 
tt aE dt dn Ot MAE oy 


Bei 1 Ed dt F897 It oy 3 
ou Iu ,ou 
和 (证 9é97 5 

代入 原 方程 得 


器 记 Fa dy A de di 0 | 
一 4 了 这 二 r 


" 闻 
du 


dEd 
先 对 9 积分 ,得 =/(&) 
再 对 & 积分 ,就 得 到 通 解 
& = | Fe)de FE E+ fy) 
= {rtar}t 六 (一 二 

其 中 万, 户 为 任意 明 数 . 

通 解 有 很 鲜明 的 物理 意义 .事实 上 , 凡 ft{.r 一 at) 形 状 的 函数 
描述 的 是 浪 x 的 正方 向 传 播 的 波 ,其 速度 为 4&4. 测 f(x + at) 形 状 
的 阔 数 描述 的 是 沿 x 的 负 万 向 传播 的 波 , 其 速度 也 为 a. 


-0 


参考 文献 : 1631,p.149~151,p.189 一 191. 
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163、 如 何 购物 最 满意 


日 常生 活 中 ,大 们 和 常常 碰 到 如 何 分 配 定 量 的 钱 来 购买 丙种 物 
疝 的 问题 .由 于 钱 数 固定 , 则 如 果 购 买 其 中 一 种 物品 较 多 ,那么 势 
必要 少 买 { 其 至 不 再 能 类 ) 田 一 种 物 上 由 ,这 样 就 不 可 能 很 令 人 满意 . 
刻 何 化 费 给 定量 的 钱 . 才 能 达到 最 满意 的 效果 呢 ? 经 济 学 家 试图 
借助 “效用 画 数 " 来 解决 这 一 问题 .所 谓 效用 函数 ,就 是 描述 人 们 同 
时 购买 两 种 产品 各 r 单位 、y 单位 时 满意 程度 的 量 .常见 的 形式 
有 

LT 人 十 多 
U(rz,y)=lnr+lny 等 ， 
而 当 效用 郴 数 达到 最 大 值 时 ,人 们 购物 分 配 的 方案 最 佳 . 

例 : 小 天 有 200 元 钱 . 他 雇 定 用 来 购买 二 种 急需 物 贞 : 计 算 
山 磁 前 和 录音 磁带 . 量 设 他 购 涉 工 张 磁 盘 ,y 盒 录 音 磁 带 的 效用 
盟 数 为 

U(r,y)=1nr+ lny, 
设 每 张 磁盘 8 元 ,每 盒 磁 带 10 元 , 问 他 如 何 分 配 他 的 200 元 钱 , 才 
能 达到 最 满意 的 效果 ? 

解 : 这 征 -一 个 条 件 棋 但 问 题 , 即 求 Utr,y)=lnz+ iny 在 
约 果 8z11l0y=-200 之 下 的 极 什 点 ,应 用 拉 格 训 日 乘 数 法 ,定义 拉 
格 明 日 明和 数 ，; 

LiryA)=lInrilnyt+aA(lBr + lO0y 200) 


L, (ry A) = + A 一 日 


i +102 -0 
Li{r,yAaA)=8r tO0y 200=0 


解 但 au™ Leo Ww=10 
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【rn ,Yo ) 为 最 大 值 点 . 
根据 (z,y) 的 实际 会 义 , 取 x= 二 12,y'6 = 二 10, 邮 如 果 头 12 张 磁盘 
和 10 盒 令 带 的 话 , 小 孙 最 满意 . 
思考 题 : 在 上 人 岗 中 , 若 小 孙 和 购买 这 两 种 物品 的 效用 范 数 为 
U(r,y) = nr+iny 
加 他 的 200 元 钱 又 该 如 何 分 配 ”(18 张 磁盘 .5 全 磁带 ) 


参考 文献 : {531,p.469 一 472. 
164、 鲜 鱼 问 题 


通过 长 期 的 观察 ,人们 发 现 多 鱼 在 河中 赣 流 行进 时 ,如 果 相 对 
于 河水 的 速度 为 w, 那 么 游 丁 小 时 所 消耗 的 能 及 为 
Etv, 了 T= 二 cw 了 ,其 中 ec 是 一 个 常数 . 
假设 水 流 的 速度 为 4kmyh, 链 鱼 逆流 而 上 200 公里 , 问 它 游 多 快 才 
能 使 消耗 的 能 量 最 少 ? 
解 。 注意 变量 w、T 不 是 互相 独立 的 ,通过 一 个 方程 由 联 . 易 
见 , 鲜 鱼 相 对 于 河岸 的 速度 要 上 比 相对 于 河水 的 速度 少 4kmyh , 故 


wu 一 4 一 年 。 《约束 方程 ) 


则 ie 
2 一 站 
3 
夏 E(w)= cw T=200c ——3 (4 过 vu) 
dE 六 下 
和 4 
从 4 


$=0, 得 v=6, 而 当 v<6 时 ,92<0,v>6 时 ,SEE >0. 故 
6 时 是 E(w ) 的 最 小 点 , 昌 鲜 鱼 以 每 小 时 65 公里 的 速度 游行 时 所 消 
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参考 文献 : [53].p.200 一 201. 
165、 蔡 商店 预测 某 个 月 加 利 福 尼 亚 酒 的 销售 量 


-商店 有 两 种 便宜 的 白 葡萄 消 , 一 -种 来 源 于 吉利 柱 尼 亚 ,一 种 
来 源 于 纽约 .销售 图 表 显 示 , 两 种 酒 每 瓶 的 定价 对 它 科 的 销售 情况 
有 影响 ,如 果 如 利 福 尼 亚 酒 每 瓶 zx 元 ,同时 纽约 酒 每 瓶 y 元 , 则 加 
利 福 尼 亚 酒 的 销售 量 将 为 

Qtr,y)=300-20cz +30y ( 撼 ) 
预计 从 现在 起 上 个 月 后 ,加利福尼亚 酒 的 价格 将 为 
工 二 2 十 0.05+ (元 / 撕 ) 
同时 纽约 酒 的 价格 将 为 
J 二 2 十 0. 1Yt CET/ 瓶 ) 
问 :从 现在 起 4 个 月 后 的 - -个 月 里 ,加利福尼亚 酒 的 销售 量 将 增加 
(或 减少 ) 包 少 瓶 ? 
解 : 目标 是 求 第 4 个 月 的 加 利 福 尼 亚 酒 的 销售 量 Q 对 时 间 


* 的 变化 率 4Q 


dQ 9Q9r ,9Q9y 


di dradr ya 
= —40zr:(0.05) + 30-(0.057- 2) 


当 1=4 时 ， T=2+0.05x4=2.2, 
所 以 ， dQ| -3.65 
di | 


这 就 是 说 ,从 现在 起 4 个 月 后 的 个 月 里 ,加 利 福 尼 亚 酒 的 销售 量 
将 减少 3.65 凌 . 


参考 文献 : 151|,p.362. 
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166、 当 商店 卖 两 种 牌子 的 冻 果 法 时 ,如何 取 
得 最 大 利润 


-个 小 多 村 里 的 唯 一 商店 有 了 两 种 牌子 的 冻 打 计 , 当 地 有 牌子 的 
进 价 人 每 听 30 美 分 ,外 地 牌子 的 进 价 每 听 40 美 分 .店主 估计 ,如 果 
当 好 脾 子 的 每 是 密 xz 美 分 ,外 地 牌子 每 是 卖 y 美 分 , 则 每 大 可 卖 
出 加 -Sr+4y 听 当 肥 牌子 的 果 守 ,80+67r 一 27 昕 外 地 牌子 的 昌 
让 . 癌 : 店 二 每 天 以 什么 价格 卖 两 种 牌子 的 果 计 可 取得 最 大 收益 ? 

解 : 既然 总 收益 为 当地 牌子 果 汗 收 巷 与 外 地 牌子 果 汗 收 蕉 
之 和 ,所 以 每 天 总 收益 为 一 元 是 数 : 
ry)=tr 30)(70-5r rdy} + (y—40)(80 76x —7y) 
于 是 求 每 天 最 大 的 总 收益 ,就 是 求 二 元 因数 f(r ,y) 的 最 大 值 . 
求 乓 zy 的 仿 导 数 , 待 
和 .= 一 10z+10y 一 20, 日 厂 ,=10r- 14y+240 
令 f=0,8R fF,=0 
则 有 驻 点 ;z=53 月 y= 55. 
求 二 阶 偏 导 数 在 (53,55) 的 值 . 
ee 
由 多 无 消 数 求 极 值 方法 , 册 于 
(FF -FF =100-140= -40<0 
fs, = -10<0 
所 以 泊 这 二 53( 美 分 ) 且 y=55( 美 分 )} 时 ,小 店 可 取得 最 大 收益 . 


参考 文献 : 1511.p.380. 
167、 欧 拉 的 四 面体 问题 


谋生 上 网 拉 (Euler) 提 出 了 这 样 -个 问题 ;如 何 用 四 而 体 的 六 
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条 楼 长 去 表示 它 的 体积 ? 
这 个 问题 可 以 用 秋 量 代数 的 基本 知识 来 解 凑 ,下面 是 解答 过 
程 . 


本 167 六 条 楼 长 己 知 的 山南 体 


建立 旭光 167 折 示 举 标 和 奈 , 设 A、BC 三 点 的 坐标 分 别 为 
Coad) ed cassb3 ci Ff 设 四 面体 一 ABC 的 
六 条 楼 长 分 别 为 mvns、ps9,r. 由 立体 儿 何 知道 , 孩 四 面体 的 体 
各 V 等 寺 以 矢量 OA、OB 和 OC 为 棱 的 平行 六 面体 的 休 积 ( 记 作 


Ye) 的 志向 由 空间 解析 几何 可 知 , 当 5A .OB、OC 组 成 右 王 系 时 ， 
以 它们 为 全 的 平行 六 面体 的 体积 


ww = (0 x OB8)-OC = LR v3 Cy 
本 是 得 
BV = |a, a, Le 


将 上 式 平 方 ,得 
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a Hh el a BI Cl 

了 响 
3 哲 Y 一 他 了 pa Li 他 > bp Cy 
全 由 3 C3 恒 了 古 3 3 


由于 行列 式 转 置 后 其 值 不 变 , 将 第 二 个 行列 式 进 行 转 置 后 再 
相 乘 ,得 


| a， bp! fl A dd 03 
306V°=|as ea cz lb ea b; 
ua by es Cl Ca Cy 
al+h:+e? drdaz t ob toes arastphby +t ec 
各 1 和 2 t Pit tt ees az + hi+e? draas 十 bobs tt Coe 
G1G3 十 如 ps 十 FIc3 0thbyt ec as + bi+es 
根据 拓 量 的 数量 积 的 坐标 表示 ,有 


OA.OA=a?+ b+e? OA OB=aas + bb,+ ee, 

OA-OC=aas + bbst+ ee OB:OB=ai+tpbi+te 

OB:OC=aastbb toc .= 只 + 
于 是 


Oa:02 .六 .Ce 
36V°= 10OA.0B OB:0B rr 车. (1) 


直 矢 量 的 数量 积 定义 ,又 
Oa-OA=|0OXlicos 0= p’ 

同 理 (站 .= ,O00C= 7 
再 由 余 纺 定 理 , 可 得 

于 ee 

OA OB = pgcos 用 = 人 
ee 
将 以 | 各 式 代入 (1) , 笠 
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所 十 有 一 和 
了 2 
2 2 2 3 
36 Y= A a Ed 5- [a (2) 
p’ tr 7 证 本 
2 2 


这 就 旺 欧 拉 的 四 面体 求 各 公式 . 
例 1 “: 块 形状 为 凹面 体 的 花岗岩 巨 石 , 量 得 六 条 楼 长 分 别 
为 
=10 米 ,大 =15 米 ,车 一 12 米 
p=14 米 ,g=13 米 ,r=11 米 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 
则 如一 110.5,2 人 =46,2 一 =95 


代 人 (2) ,得 
196 110.5 46 
110.5 169 95 
46 95 121 
丁 是 38050.82639,， V195( 米 3) 
即 花 岗 岩 巨石 的 体积 约 为 195 米 ”. 

古 反 及 的 金字 塔 形状 为 四 和 面体 , 圭 而 可 通过 测 其 其 六 条 楼 长 
去 计算 金字 塔 的 体积 . 


36V” = = 1369829.735 


参考 文献 : {10]p.272~-276;[20],p.312 一 316. 


168、 飞 机 的 速度 


假设 空气 以 每 小 时 32 公里 的 速度 沿 平行 y 轴 正 向 的 方向 流 
动 .一 架 飞 机 存 XOY 平面 沿 与 + 轴 正 向 成 名 的 方向 飞行 . 若 机 


机 对 于 空气 的 速度 是 每 小 时 840 公里 , 问 匀 机 相对 于 地 面 的 速度 
20 » 
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是 密 人 尘 ? 
解 : 如 图 168 所 示 , 设 OR 为 飞机 相对 于 空气 的 速度 , AB 为 
空气 的 流动 速度 , 那 森 05 就 是 飞机 相对 于 地 面 的 速度 . 


图 168 宰 亿 流 蚤 与 蕊 必 改行 速 庶 的 壬 系 


(过 =840 .oos EE+ 840.sin Ej =420v3i 1 4207 
AB = 32 
OB = 420y3i + 452} 


OB| = (420Y3) + (452) 856.45krm/h 


思考 题 : 当 船 以 每 小 时 12.8 公里 的 速度 向 正业 方向 航行 
时 , 航 上 的 风向 标 指 向 正 东 南方 ; 当 船 停泊 时 ,风向 标 指 向 正 东 方 
站 , 求 风 雪 (12.8ktnih 正 东 】. 


169、 光 线 的 反射 


1. 假设 XOY 平 商 是 - : 面 镜 了 ,有 一 束 光 线 被 它 反 射 , 设 4 
古人 射 光线 上 的 单位 向 明 , 是 反射 光线 |- 的 单位 向 晤 .证 明 当 上 & 
二 tc taskH,bp=aita,j) -a,k. 
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2. 很 放空 间 百 角 尘 标 系 的 第 -… 卦 限 的 三 个 坐标 面 是 三 面 贷 
.一 束 光 线 依次 被 它们 反射 , 则 最 终 的 反射 光线 平行 入 射 光线 ， 


疼 169 ” 范 弘 反射 疼 


解 1. 我 们 把 原 坐 标 系 平移 ,使 坐标 原点 与 人 射 点 (7' 重 
合 . AGO = a,O 家 = .根据 光线 的 反射 原理 ,入射 角 ( 入 射 光线 与 
法 方向 的 夹攻 ) 等 于 反射 角 , 即 图 169 中 所 示 的 一 AD DZ = 
人 ZOB. 央 为 a ,8 部 是 单位 向 量 , 所 以 AO=OBFi 记 b=bit 
Bj tbak ,就 有 aritasj=AOD= OF =6i+tb,j 
| 
aas=— |aleos d= -co588 
p= |B|cos 用 = cos 8 
63 三 一 4 让 时 三 1 的 结 沦 ， 
人 假设 反射 依次 是 光线 先 射 到 XOY 于 面 ,经 反射 后 进入 
OZ 平面 ,再 反射 进入 YOZ 平面 ,最 后 冉 反 射出 米 . 
i 记 a=alit asj twsk 屋 量 初 人 射 光 线 上 的 单位 向 量 , 根 据 
1 的 结论 ,a 的 反射 光线 上 的 单位 向 量 p =ayi+asj 一 askh; 它 叉 
是 XOZ 平面 入 射 光线 上 的 单位 向 其 , 记 c 是 85 的 反射 光线 上 的 单 
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们 向量, 则 Ee 二 wi 一 227 一 G43 二; 它 又 是 YOZ 平面 的 人 射 光线 于 
的 单位 向 量 , 设 d 是 c 的 反射 光线 上 的 单位 向 量 , .d= 一 aji 一 
4 - a3 衣 . 因而 a 与 平行 但 方向 相 友 . 

这 一 结论 与 和 人 市 与 及 射 的 平面 次 序 巷 天. 


参考 文献 [25], 下 册 ,p.24. 
170、Kepler 定律 与 卫星 的 最 大 .最 小 速度 


Kepler 第 一 定律 :行星 的 运动 轨迹 是 圆锥 曲线 ,其 方程 式 为 
= 二 AL1+ecos 8) 其 中 为 离 访 率 . 
当 0<e<1 时 ,该 圆锥 曲线 为 椭圆;e = 1 时 为 抛物 线 :e>1 时 为 


2 2 
ro to 


Eee | | 1 
双 曲 线 . 太阳 位 于 该 圆锥 曲线 的 .个 焦点 .并 且 广 = 7， 


1 ， 
e = 这-1= 忆 从 一 .mo 为 近日 点 的 下 离 , v 为 近日 点 的 速度 ， 


个 为 万 有 引力 系数 ,等 于 6.673Xx10 公 分 31/ 克 : 秒 :,M 为 太阳 的 
质量 ,大致 是 1.989x 103 克 ， 

Kepler 第 二 定律 :从 太阳 到 某 -- 行 星 的 位 置 矢 量 在 格 同 的 时 
亲 内 扫 过 的 面积 A{1) 相 等 . 


其 中 荆 为 行星 运转 的 周期 ,a ,b 分 别 是 本 圆 轨道 的 长 平 轴 与 短 半 
轴 . 
Kelper 第 二 定律 : 若 行 星 运 行 罗 道 是 椭圆 , 则 此 行星 运行 周期 
了 请 足 
工 -4 
0 CGM? 
4 为 捅 国 的 长 半 轴 ,根据 Kepler 定律 , 当 我 们 知道 了 一 些 必 要 的 
. 302 . 
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数据 后 就 可 以 计算 卫星 的 最 大 ,最 小 速度 .因为 由 矢量 分 析 的 运算 
法 则 , 设 rt) 二 COE y(t1)j + z(t0Kk, 其 中 x (tf),y(2) ,z(t) 
对 上 可 于, 则 有 
dr dx. dy, , dz 
lava ta 
2. 设 ai),5ft) 都 是 对 + 可 导 的 矢量 值 函 数 , 刚 


9d _ da db 
db) = Xb+ax 


行星 着 绕 太阳 运行 的 过 程 中 服从 牛顿 第 二 定律 
a 
F=ma=m 本 (1) 
太太 有 引力 定律 
二 Cr, (2) 
蕊 中 G 为 万 有 引力 系数 ,1M 为 太阳 的 质量 ,wm 为 行星 质量 .由 (1) 
及 {2) 易 知 


dr LF 
TE 
于 是 
9 dr, _dr .dr Fr 
dE dd ”a 


因而 "x 尝 是 -个 常 值 矢 量 , 它 的 方向 重 直 XOY 平面 ( 椭 加 轨道 
所 在 平面 ) ,与 OZ 轴 平 行 记 之 为 

rx 时 二 大 是 常数 ,就 呈 Kepler 第 二 定律 中 的 p -学 
= ,而 pk 二 rxXw 知行 星 运动 的 速度 o 的 数值 大 小 与 它 与 太阳 
问 的 虚 离 有 关 ; 已 知 近 明 点 的 速度 vw, 的 值 | wd 最 大 ,而 远 昌 点 的 速 


度 2 的 值 |w | 最小 ,并且 因为 在 近日 点 与 远 日 点 处 + 与 史 重 青 ， 


rp np ri 2 = ?| 人 【 了 1 9 二 | 外 中 为 过 | he 1 | 点 的 恒 襄 - 
303 - 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


问题 1， 已 知 地 球 绕 太 阳 公 转 ，- 周 要 用 365.256 天 ,离心 率 e 
=0.010732,0 二 14959787 x 107 公分 , 试 求 地 球 的 户 值 ,ro 与 ww. 

解 : 根据 码 贺 中 的 一 些 参数 之 间 的 关系 : 
= 二 ,其 中 2c 代表 精 圆 的 焦距 . 主 c=V oa 一 6 
可 计算 

p=v a 一 ee 

= 149576927.8 x 10° (Cermn) 
T= 305.256( 大 ) 一 3.156Xx 10’ (Cs) 


27x7a°8 


p= 地 一 =4.454848 x 10 co) 
ra 人 fl 一 ee 一 147094798.7x10 (cm) 
zu 二 =30.285576L X10 《ernys) 


一 30.286 (knys) 
问题 2: 我国 第 : 颗 地 球 卫星 东方 红尘 椭 略 形 轨 道 绕 好 球 
运行 . 尼 离 地 球 表 面 的 最 于 感 次 2384km, 最 近 点 为 439km， 周 央 是 


114min ,地 球 半 径 为 6378km, 求 这 颗 本 星 的 最 太 速 度 与 搂 小 盖 
庶 . 


解 : 2rd 


ln Fou Fl 
要 计算 wo ,ww 的 值 ,首先 要 计算 出 a ,5 ,rr 与) 的 值 . 
根据 ri( 开 下 基 ) 二 6378 +2384 二 8762 (km) 
mo 近地点 ) 一 6378+439=6817 {krn)} 
A204= ry tr ‘d=7789.5 (km) 
ra-e 072.3 (km? 


b= a =7728.55 (kn) 


wn 一 < =8.112 {kmfs) 
Fil 


* HI 
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本 = -6 311 (km/fs) 


参考 文献 : [31|, 下 贡 ,p.68 一 76;[25j, 下 类 p. 151 一 153; 
[27],p.1190~1191, 


171、 超 音速 飞机 与 “马赫 锥 ” 


当 : 架 超 痛 速 飞机 在 禹 空 改行 时 ,由 于 〖 析 的 速度 比 音速 快 ， 
所 以 大 们 常常 是 先 看 天 飞机 在 天 空中 掠 过 ,片刻 之 三 才能 听 到 震 
下 的 朵 隆 占 . 那 么 请 问 , 在 同一 时刻, 天 空中 的 什么 区 域内 可 以 听 
得 到 飞机 的 声音 呢 ? 这 个 问题 的 答案 十 分 有 趣 : 能 够 听 到 J 
的 区 域 恰 好 是 一 个 以 尺 机 为 顶点 的 圆锥 体 一 一 这 就 是 著名 的 ” 马 
赫 错 .在 马赫 锥 之 外 ,无 论 踊 离 飞 机 多 么 近 , 也 不 会 听 到 飞机 的 吉 
鸣 虞 . 

设 声音 在 空气 中 的 传播 速度 是 mm ,并 假定 飞机 正在 沿 水 正方 
阿 作 习 速 直线 疏 行 ,改行 速度 是 vtw 六 vo). 请 推导 出 马 蔡 锥 所 满 
足 的 锥 面 方程 . 

解 : 解答 这 个 问题 之 前 ,我 们 首先 了 解 一 下 声 彰 传 播 的 特 
性 . 设 在 空中 有 - a 忆 在 1=0 时 发 出 的 声波 以 音速 vw。 向 
四 页 入 方 传播 ,经 过 时 间 s 之 后 所 能 达到 的 最 大 传播 范围 是 - :个 
以 声 源 为 心 的 球面 ,球面 半径 恰好 晨 声 波 在 ;时间 内 所 传播 的 距 
离 wos. 因 此 ,人 大 们 把 声波 你 为 球面 波 , 把 以 Ts Wl Steal 
入 ss 时刻 的 " 波 前 ”. 遂 过 以 上 分 析 易 知 , 波 前 是 声 痛 所 达 的 最 远 范 
转 ,在 波及 之 外 就 煌 不 到 声 源 所 发 千 的 声音 

现在 问 到 我 们 的 问题 .以 :=0 时 机 的 位 置 作 为 坐标 原点 ， 
以 飞机 胃 进 的 方向 作为 xz 轴 建 立 三 维 直 和 角 坐 标 系 . 如 图 171 所 
示 . 为 便于 观察 ,图 中 末 标 出 > 轴 .= 轴 乍 记 于 纸 面 癌 外 . 设 1 = 
时 飞机 的 位 置 在 4A(ae ,0;0)? 处 , 兽 碟 此 时 能 听 到 飞机 声 的 范围 . 
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图 171 马赫 锥 


在 时 间 段 [0,a ] 内 的 任意 时 刻 * ,飞机 作为 一 个 点 声 源 都 在 发 
出 球面 波 , 这 个 球面 波 到 a 时 刻 的 波 前 学 径 为 wofkea -3 球 心 位 
置 即 为 * 时刻 时 发 机 的 位 置 ws , 故 波 朋 方程 为 
(Tu) ty te = vt{a—s) 0a (1} 
当 s 从 0 变 到 a 时 ,这 起 一 个 含有 参数 :的 球面 族 .由 于 在 1=a 
时 声音 不 会 超出 任何 一 个 球面 ,所 以 这 个 球面 族 所 充 玉 的 区 域 就 
是 能 昕 到 飞机 声 的 久 域 ,而 在 球面 旋 之 外 则 听 不 到 飞机 的 声音 
为 了 消去 球面 族 的 参数 ;, (1) 两 端 对 ; 求人 篇 导 , 得 
v(x— ww) = vta—s) (2) 
出 此 解 出 


2 
TE 


一 3 3 
oy 


wi( va 一 他 
Pr 了 本 
下 一 


人 
珀 


将 上 述 结 果 代 人 ({) ,得 
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之 


V+te = rw) (3) 
Hy 
这 是 一 个 以 40,0) 为 顶点 ,z 轴 为 对 称 轴 的 圆锥 面 ,也 就 是 
我 们 所 求 的 马赫 锥 方程 . 


思考 题 : (1) 将 4 作为 坐标 原点 时 ,马赫 锥 的 锥 面 方程 有 什 
么 形式 ? (CR 


个 


(2) 有 求 己 薪 锥 的 半 顶 首 a (答案 :a 由 下 式 决 定 ,sin a = 也 = 
六 或 a = arcsin — = arcsin 记 其 中 M= 卫 , 即 飞机 速度 与 音速 之 
Th Tt 


比 , 常 被 称 为 马赫 数 ). 
(3) 当 飞 机 以 马赫 数 2 改行 时 ,计算 马 苏 锥 的 难 面 方程 { 答 


案 :y + x? =) 


参考 文献 : [69],p.500. 


172、 了 刚体 转动 时 速度 的 分 布 


考虑 环绕 着 一 个 不 动 轴 ( 工 ) 转 动 的 刚体 . 在 这 样 转动 下 ,刚体 
的 任何 点 就 有 速度 vg , 它 的 大 小 等 于 点 M 到 转动 轴 的 距离 PM 乘 
以 转动 角速度 w ,方向 垂直 寺 通 过 转动 轴 以 及 点 M 的 平面 (图 
172). 这 个 速度 vw 可 以 由 下 述 几 何方 法 来 表示 .由 轴 (L ) 的 两 个 方 
向 中 取 定 - -个 ,使 得 逆 时 针 方 向 转动 时 算 作 是 正 的 .由 轴 上 上 任意 一 
点 4 在 所 述 方向 上 截取 一 个 线段 , 它 的 长 度 等 于 w ,我们 就 有 一 
个 矢量 O, 它 叫做 角速度 矢量 , 再 用 r 记 由 线段 4 汉 确 定 的 矢量 ， 
于 是 借助 十 矢量 积 的 定义 ,不 难得 到 下 面 对 于 速度 w 的 表达 式 ， 
v=Oxr. 
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对 为 所 量程 人 关 r 的 大 小 等 于 4) 

irllOlsin (r.0})=w° lMAL'sin g “0 

=w | MPI= |v}, 大 三 二 

而 六 向 号 vw 的 方向 相 何 . 人 p OZ 时 
南 动 力学 知道 ,刚体 的 任何 运动 一 ~- 一 上 一 一 一 


中 其 有 -个 不 动 点 人 时 ,在 每 :个 

给 定 的 时 刻 刚体 于 点 的 速度 ,就 好 像 ”图 172 绕 不 动 辕 转 三 的 刚体 
是 这 了 刚体 绕 痢 时 一 根 遂 过 点 口 的 辅 

(上 骸 轩 加) 六 转动 ,而 有 此 -个 前 速度 o! 朋 时 角速度 ). 一 般 说 来 ， 
转动 办 的 和 和 英 以 履 的 大 小 是 随时 间 改 变 的 .依照 以 上 所 述 ,在 
每 一 个 结 定 的 时 刻 , 财 体 上 点 速度 出 一 个 和 失 量 积 米 确定 , 它 就 是 瞬 
时 角速度 矢量 与 矢量 OM 的 矢 基 积 . 


参考 文献 : [43],p. 300. 
173、 基因 的 “距离 ” 
在 ABO 血型 的 大 们 中 ,对 各 种 群体 的 基因 的 频率 进行 节 斌 


究 . 如 果 我 们 把 四 种 等 位 基因 4 4: .BO 区 别 开 , 丰 大 报告 了 
如 下 的 相对 频率 , 见 下 专 : 


0. 1034 


2 0.0866 .0696 0.0000 
B 0 .4200 0. 0612 0.2009 
2 0.6900 0. p602 0, $5723 


.避风 1 .O00 
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击 在 的 问题 是 : -个 群体 与 另 - -群体 的 接近 程度 如 何 ” 换 句 让 说 ， 
就 是 此 找到 一 个 表示 基因 的 “中 离 " 的 合宜 的 明度， 

解 : 有 人 提出 一 种 利用 矢 世 代数 的 方法 .首先 ,我 们 用 单 僻 
矢量 , 即 绝对 什 为 1 的 矢量 , 米 表 上 每 -个 群体 .为 此 日 的 ,我 们 归 


平方 要 .ia zs = 六 .出 于 对 这 四 种 群体 的 每 一 种 
有 人 ,天 二 1, 所 以 我 们 得 到 >， = 2 一 上 .这 意味 着 直列 四 个 舌 


(爱斯基摩 人 ) ( 坦 图 人 ) (六 国人 】) (良和 余人 ) 
| | eT | 
1 | 3 .了 区 

| 一 | ;二 | 和 妆 ; 一 
| | = 
| 人 ~ | 


的 每 一 个 邦 足 单位 矢量 , 邯 |ef=1 
仁 四 维 空间 中 ,这 些 矢 虽 的 顶端 者 位 于 -个 半径 为 1 的 球面 


弄 在 用 两 个 天 昔 癌 的 夹 角 来 表示 两 个 对 应 的 群体 间 的 "上 爆 离 
似乎 是 合理 的 .如 时 我 位 把 x 各 es 之 间 竟 夹 角 记 汶 8, 邢 么 用 丁 
ja -| el =, 再 出 内 积 会 式 , 得 : 


CoS 如 一 次 | “将 


| 0.3216 
0.0000 0.2943 
详细 的 数值 是 e; = ,aa = 
0.1778| “2 |0.3464 
0.8228 0.8307 
vos = (0.539870.3216) + -=0.9187 


6=23.2° 
按 辐 样 的 方式 ,我 们 可 以 得 到 下 表 : 
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” 爱 斯 基 阐 人 
班 图 人 
英国 人 


最 小 的 基因 “距离 "是 得 图 人 和 荣 国 人 之 间 的 “距离 ,而 爱 斯 
基 摩 人 和 和 班 图 人 之 间 的 基因 “距离 "最 大 . 


参考 文献 : [41],p.348 一 350. 

174、 通 电线 圈 的 磁 转 和 矩 问题 

设 一 所 形 通 电线 图 ORPQ( 平 面 ) 置 于 均匀 磁场 中 ,mo 是 垂直 
于 线圈 平 而 的 单位 矢量 ,位 感应 燥 度 下 与 no 的 类 角 为 8( 如 图 


174), 求 电流 回路 所 受到 的 磁 转 答 . 
解 : 如 图 174, 将 回路 的 OR 边 最 为 > 轴 ,, 以 有 如 的 指向 为 


图 174 厂 转 年 


轴 皮 下 同 ,这 样 , 便 可 以 用 角 9 来 走 示 通 电线 圈 在 磁场 中 的 位 力 . 
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把 适 电 线 轩 放 置 在 伐 场 中 ,磁场 对 线圈 的 四 个 边 (直线 电路 ) 分 别 
都 产生 作用 力 . 而 磁场 对 线圈 ORPQ 的 作用 就 是 对 这 四 个 边 作 用 
的 总 效应 .分 为 以 下 情况 考虑 : 共 一 ,对 过 OQ 和 RRP ,由 物理 知 诬 
知道 ,该 晨 边 所 受到 的 力 大 小 相等 ,方向 相反 且 作 用 于 同一 直线 
AA1 上 ,结果 作用 力 抵 消 , 既 不 引起 线圈 的 平 动 ,也 个 引起 线 园 的 
转动 .其 二 ,对 OR ,TQ 这 两 边 ,所 受到 的 力 FF 与 F, 同样 也 是 大 
小 相等 ,方向 相反 (有 洪 0O 并 xB 方向 ,Fi 滑 Fx 且 方向 ), 所 以 
不 引起 线 暂 质心 的 料 动 .但 这 两 个 力 并 不 是 作用 在 -一 条 直线 上 ,所 
以 ,这 对 力 偶 形成 转 矩 , 它 的 作用 使 线圈 绕 轴 AAA 转动 . 
设 边 OR 的 长 为 a ,线圈 中 电流 强度 为 了 则 力 FF, 的 大 小 为 

iF | = 1a | B| 
又 设 边 OQ 的 长 度 为 5, 则 F| 与 Ff; 之 问 的 往 直 距离 为 5sin 8, 因 
而 ,所 求 磁 转 矩 的 大 小 为 

IM|= ap|B|sin 6 

M 的 廊 同 按 右 于 规则 ,为 从 A 一 Al 的 方 问 ,也 即 指 呵 = 轴 的 人 负 
向 . 记 线 圈 平 面 的 面积 为 ;, 引 人 人 矢量 5s = smo, 则 M 可 以 表 为 矢量 
的 光 积 形式, 即 

M=isxB 


175、 火 山 喷发 后 高 度 的 变化 


一 上 水 中 的 肉 状 可 以 用 曲面 0 
- -次 喷发 后 ,有 体积 为 Y 的 米田 粘 附 在 山王 ,个 它 具 有 和 原来 一 
样 的 形状 . 求 火 山高 度 变化 的 百分比 . 

解 : 以 VW 记 火 由 喷发 前 的 体积 ,Vi 为 喷发 后 的 体积 ,有 
为 喷发 后 火山 的 高 度 .十 是 V = Vi - Vo ,要 求 的 是 和 一， 
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ry 
先 计 算 炎 山 喷发 前 前 火山 体积 TY = he a 
由 二 炎 员 的 询 很 大 ,把 它 看 成 无 限 大 ,用 极 坐 标 来 计算 ,有 
入 ,. 安 E dg I ee 


= 2xh (4A)| re 训 
= Brh *:(— dh)e 在 | = 32xh? 
0 


于 是 Vi =32xh?},V =32x(hi—h?) 


1 
3 Vv 了 3 同一 下 上 
| | 人 = 广 (3 


参考 文献 : 13],p.237. 


176、 照 风 的 能 量 有 多 大 


在 一 个 简化 的 则 所 模型 中 ,假定 速度 具 到 单纯 的 辆 周 方向 ,其 
大 小 为 zfryz)= Drexz ,其 中 7,z 是 社 坐 标的 两 个 坐标 变量 ， 
介 , 记 ,a 为 常量 .以 海平 面 则 风 中 心 处 作为 坐标 原点 ,如 果 太 气 密 
度 p(z)= poe *" , 求 运动 的 全 部 动能 . 并 问 在 哪 一 位 置 速 度 兵 有 
最 大 值 ? 

解 : 求 动 能 上， 玉 = 广 mv? , 微 元 玉 


1 


dFE= 3 


U Am =3v pdy 


* 归 为 前 速度 ,a 为 风 服 半 答 ,一 般 为 15 一 25km, 坟 的 果 达 30 一 50kin, 衣 为 等 温 大 
气 酚 度 ，mn 为 地 而 天 气 密 条 .在 中 风 中 ,由 于 气 床 科 估 ,po 的 变化 也 很 太 , 这 蛙 是 印 想 
北 粮 型 ,认为 它们 旦 此 多 , 与 帜 凤 的 绩 别 无产. 


”ld% 


四 
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故 E= 卫 由， poe Fe(fre kta)dV 
因为 眼 风 活动 空间 很 大 ,在 选用 柱 坐 标 计 算 中 = 由 0 一 + %,r 由 


人 一 十 ce . 
2 于 《3 a 1 om jz 
E=5p0f | do | re a rdr | e kde 
习 J {1 


其 中 | me dr 用 分 部 积分 法 算得 为 襄 a'， 


‘mm hh 
| ‘dz= 3 ， {1 3 
最 后 在 
3 h 
Ek =FP00 27 癌 G “也 
-arDza: 
下 面 计算 何 处 速度 最 大 . 

mr 一 re 

do 1 zr 

nb (1) 

SL=N(e Fir( -ie ce (2) 


工 


由 (1) 式 得 >=0, 显 然 , 当 =0 时 了 =Dre -2 二 0, 椒 基 量 太 值 
(实际 上 是 最 小 值 ), 舍 去 .由 (2) 式 解 得 x = 一 a. 此 时 vw(a,z)= fa: 
c lex, 它 是 = 的 单调 下 降 扼 数 . 故 + =a,z=0 处 速度 最 大 .也 
有 即 海 下面 寺 风 眼 边 绿 边 速 度 最 大 . 


戎 考 交 献 : [3|], 下 朋 ,p.266. 
177、 怎 样 计 算 水 桶 的 最 大 容 水 最 


茶 仪 器 上 有 -只 较 柱 形 的 无 盖 水 桶 , 桶 局 6cm, 半 征 为 lem. 
“313 ” 
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在 桶 壁 上 和 销 有 两 个 小 也 用 于 奖 装 友 架 ,使 水 桶 可 以 自由 伍 斜 .两 个 
小 孔 距 福 虐 2cm, 且 两 筷 连 线 怡 为 直径 ,水 可 以 从 两 个 小 孔 向 外 访 
出 . 当 水 桶 以 个 闻 胡 度 倾 斜 放置 咱 没 有 水 濡 出 时 ,这 只 水 桶 最 儿 可 
加 多 少 水 ? 

解 如 图 117 建立 直角 毕 标 
系 . 设 AT(0,1,z) 为 圆柱 母线 (DD 上 
任意 一 点 ,两 孔 位 置 分 别 为 A(1,0， 
2),B(—1,0,2). 

没 当 水 桶 侦 斜 时 ,水 平面 怡 好 通 
过 有 ,BM 一 点 ,此 平面 的 方程 为 
-1 yy 一 个 > 一 2 
一 2 0 0 
—1 1 £—2 
整理 叮 得 :z= (1 一 2}y+2, 由 zz 实 人 0 


三 少 


知 y 之 一. 图 177 水 彬 示意 图 
水 桶 容 区 为 圆柱 位 于 水 平面 下 方 的 

体积 . 故 

v= | [Ge=2)y+r2ldzrady 


2 于 
T 47 < 过 1 


: Vl 
| 2 | Le 


-2 , [C2)y+2W i ydy 


一 上 


1 
=22 | y 


了 一 也 


加 1 2 
YY 1- ydy+4| (13 1 一 入 dy 
Wh. 
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1 ee 


(1 2 7 


sal = (27 € cy 


出 于 2 之 1 之 4 时 9 <0， 4 < 去 - 硬 有 时 ， >0, 可 知 在 驴 点 二 4 


外 ,Vi) 取 得 极 小 值 , 因 此 最 大 值 只 能 在 上 =2 或 上 =6 处 取得 . 计 
算 可 类 
V(2)= nr hh = 2 


V{6) = 上 (4y+2)dzdy=3%3+ 4x 


+ y 二 | 
--。 1 


YY 豆 
所 以 ,水 桶 的 最 大 容 水 量 Vw = 3231+ $x 
参考 文献 : [66j]. 


178、 如 何 求 通过 了 筷 口 的 流量 


没 容器 壁 上 液体 表面 下 深 为 有 的 位 置 已 处 ,有 -个 孔 口 , 它 
:315 ， 
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的 面积 为 gy{ 图 178 一 1) ,都 末 根 据 托 里 斯 利 C'Torricel 由 原理 ,液体 
在 处 的 水 平流 束 w 就 用 公式 = v2gh 来 表示 , 遂 过 灌注 滚 体 
的 四 法 ,可 以 使 保持 不 室 , 邦 林 在 和 孔 口 处 流 一 为 常数 .于 是 单位 
时 间 内 通过 9 流出 的 液体 量 ( 密 度 设 为 1) 等 于 gv, 其 中 是 乱 门 
某 点 局 处 的 平均 速 嵌 . 今 设 孔 口 是 销 自 于 底 及 是 x0Ow 面 瑟 的 域 
(DX 图 178 -2). 和 如何 求 单位 时 间 内 通过 孔 口 D 的 总 流量 只? 

解 : 利用 元 素 法 .到 上 上 的 面积 元 素 dc, 这 时 通过 de 的 流 
量 dQ= vdo = 2gydc, 其 中 是 de 内 --: 个 适当 点 的 深度 . 于 是 
通过 天 中 妆 的 总 流明 QQ@ 号 可 用 下 列 - 重 积分 来 确定 : 


Q-|v“zmde (1) 


图 178- 1 
霖 登 小 妃 的 
流 且 图 
如 果 筷 名 是 一 个 半径 为 a 的 图 (图 178 -- 3), 圆 心 在 水 表面 之 
下 的 深度 产 诗 ,这 时 


Q = V2aydrdy, 其 中 DD 为 rit(y. p) a’. 


图 178 一 2 度 | 178 3 


note 


Va- (yp) rva (y- py. 

二 是 由 :.. 重 积分 在 直角 坐标 系 下 的 计算 公式 得 

这 二 三 v 2gydy 
力 一 此 


有 p> 
a dt 
[> fw - py 
De pp 
| V2gy[a’—(y pyldy 
-31 ，* 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


-2V3g| ee + yydy 


因为 上 向 积分 的 被 积 卫 数 是 模 吕 下 的 一 个 二 次 式 , 这 是 一 个 椭 图 
被 分 .和 作 代 换 yy 一 让 + asin 8, 这 时 gd 8d8,8 的 积分 腿 是 从 


5 到 5 -是 


上 述 积分 可 利川 短 级 数 展开 来 计算 ， es sin 号 的 
影 级 数 , 然 万 对 sm 8 的 寡 级 数 逐 项 积分 ,就 可 得 到 下 列 结 果 : 

Te 5 fa 

局 - Te v2gp|! | ra (2) | 
如 果 p= 二 ,就 是 说 ,如 果 孔 口 恰恰 与 轴 相 切 , 这 时 积分 就 
吕 以 用 初 伟 函数 来 表示 .从 
Q=2V3g | yVIa ydy 

作 代 换 26 一 y= 让 ( 宇 0), 立刻 得 到 

Q-4vag | (2at’—1 dt = 9a ”ga 
所 以 流量 随 灶 径 4 而 增 大 ,这 比 和 孔 吕 面积 xa? 的 增 大 率 还 要 大 . 


参考 文献 : [351],p.934 一 96. 
179、 池 萧 叶 公式 


在 例 87 中 我 们 获得 了 泊 萧 时 (Poiseuiile) 公式 :单位 时 间 内 的 
血 流 量 正比 于 租 管 半径 的 四 次 方 .下 面 我 们 用 重 积分 更 自然 地 导 
出 泊 靖 叶 公 式 . 
解 : 假 没 血 管 有 一 个 半径 为 尽 (cm) 的 圆 截面 .如 图 179 -1 
所 示 . 让 我 们 把 注意 力 放 存 这 个 图 截面 上 ,并 测量 一 秒 钟 内 流 过 此 
317 : 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


截面 的 血 的 流量 . 圆 截面 上 己 点 的 此 置 和 四 ”te 和 日 决定 :我们 
可 以 写成 卫 =(r,9)0sr 和 ROSSO< 2 


~ 


, 


图 173 一 1 半径 为 玉 的 血管 的 加 截面 


图 179-2 把 略 截 面 分 成 许 密 小 的 区 域 


证 我 们 用 一 组 以 极点 为 交心 的 同心 图 x = 常数 ,和 一 组 从 极 
上 所 出 发 的 射线 8= 常 数 ,将 血管 的 圆 截面 分 成 很 多 小 的 区 域 ,如 图 
179 一 2 所 示 . 每 一 个 小 区 域 可 被 近似 地 看 成 长 为 dr 、 宽 为 rd8 的 
第 形 , 每 个 小 区 域 的 面积 dA = >drd6. 根 据 牛 顿 片 流 公式 (参阅 例 


130), 血 液 的 流速 V = (FR’ - 王 ). 因此 ,一 种 钟 内 通过 面 
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各 为 dA ee 
W000 
在 这 里 我 个 把 通过 所 和 为 dA 的 小 区 域 的 血 的 流速 VW 看 上 成 是 一 
个 常数 .那么 在 -各 钟 内 流 过 圆 截 和 面 的 血 的 总 流量 和 就 是 所 有 这 
些小 的 流量 wdAa 之 和 和 . 
i VdA = a 和 2( R22) rdrde 
性: 
-| (R27 — ri)drdo 
_P | (本 R? 2 3 


ES (PP), 
= | 4 R'dg= BR 


ri)rdrdb 


,0 


这 就 是 泊 萧 叶 公 式 . 
需要 指出 的 是 , 泊 萧 叶 公 式 在 血 被 循环 力 掌中 的 应 用 是 --- 种 
理想 化 的 近似 . 泊 萧 叶 公 式 一 般 应 用 于 小 血管 ,而 且 通 常 是 用 于 定 


件 的 描述 . 
参考 文献 : [46],p.794. 


180、 刚 体 的 转动 惯量 和 刚体 的 绕 轴 运动 


一 个 刚体 ,(1) 若 以 等 角速度 w 绕 :个 固定 轴 旋 转 , 求 刚体 的 
动能 ;(2) 车 在 重力 作用 下 绕 一 水 平 轴 身 由 欣 动 , 斌 讨论 刚体 的 运 
动 . 

解 : (1) 在 最 简单 情况 下 ,质量 为 m ,速率 为 的 一 个 质点 ， 
它 上 共有 有 的 动能 是 
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忆 = 广 mv? 
由 复杂 的 计算 都 建立 在 这 个 公式 的 基础 上 .于 是 ,刚体 上 质量 元 
dnr 提供 的 动能 为 了 dzzu? .如果 dm 到 旋转 轴 距 离 是 r ,那么 


wr ,从 而 ,动能 元 素 为 


素 


dE = 方 w2 rdim 


将 动能 元 素 在 整个 物体 上: 积分 ,就 得 到 全 部 动能 
下 = 中 az = 用 2 wr don 
因为 w 是 常数 .所 求 刚体 的 动能 可 以 瑟 成 


已 = 3 Iw’ 


其 中 了 = ram 称 为 物体 对 给 定 轴 的 转动 惯量 (惯性 年 》， 


由 此 可 见 转 动 惯量 的 物理 意义 .在 空间 直角 坐标 系 COzye 中 ， 
旋转 轴 与 三 个 坐标 轴 之 ~-- 重 合 时 ,对 z 轴 、y 轴 和 各 z 轴 的 转动 悍 量 
分 别 为 


4 ex 1 2” Jdxm , 了， 一 [es + 7 dn 


加 -= es + 好 ) dr 

(2) 设 M 是 刚体 质量 ,! 是 固定 畏 吕 到 原 心 G 的 距离 ,1 是 
关于 过 口 点 的 水 平 轴 的 转动 惯量 ， 8 是 量力 加 速度 ， #8 是 OG 与 铝 
重 方 站 之 则 的 夹 贡 ,如 图 . 

刚性 在 目 由 摆动 中 不 存在 任何 能 量 损耗 ,也 就 是 说 没有 任何 
类 型 的 阻力 ,在 运动 期 间 物 体 的 总 能 量 即 动能 与 势能 之 和 必须 保 
持 不 变 . 

动能 是 娆 水 平 辐 旋 转 的 能 量 ,出 E= 方 Iw “ ,将 其 中 m 换 为 瞬 
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时 角速度 和 5 .得 到 动能 考区 (等 六 . 势能 是 物体 的 重量 与 质心 的 重 


鼎 位 移 的 乘积 ,也 就 四 - Mgteos 8, 因 此 ,总 
能 最 
1 .ide 


2 
十 7{ 折 》 Mgieos 9=C 《C 为 常数 ) 


此 外 ,如果 最 大 的 篇 转角 讨 6= a, 此 处 了 


= 人 0), 得 到 (= -Aftereos a. | 式 成 为 


2 
(至 ) = Et (00s 0—cosa) 图 180 刚体 自由 报 动 


这 是 确定 8 作为 1 的 是 数 的 -一 个 往 分 方 柯 . 

求解 这 个 微分 方程 不 是 非常 简单 的 ,因为 它 守 致 一 个 炳 圆 积分 .不 
过 ,对 于 笠 衡 点 附近 的 微小 振动 , 当 OG 保持 接近 于 馈 来 位 置 时 ， 
这 个 解 却 是 容易 求 出 的 ,对 于 这 种 特 妹 情形 ,可 以 这 样 求解 :在 上 
面 的 微分 方程 中 ,两边 对 1 求 导 数 , 得 到 


这 个 结果 对 于 一般 情 形 事 成立 .当日 很 小 时 ,sin 8 守 8, 上 方程 可 以 
用 下 式 近 似 ， 


do Mpt 
de 


这 是 一 个 二 阶 常 系 数 齐 次 线性 微分 方程 . 它 的 特征 方程 为 
站 + 如 =0, 其 根 += ri -对 共 堪 复 根 ,微分 方程 的 
通 解 为 
ee El pn Ea 
令 C=Asin og ,C=Acos pf0 雪 pc 2r) ,上 式 成 为 
0 = Asin ea p| 


1 
We 
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其 中 由 =w Ci+C1,tg = 区 
由 这 个 微分 方程 的 解 可 知 ,: 
一 个 简 谐 振动 ， 周期 是 2x [了 7 ) 


当 振 幅 很 小 时 ,刚体 的 自由 摆动 是 


Pa 一 上 E 


参考 文献 ， 「3],p.262 一 263. 
181、 用 曲线 积分 证 明 Kepler 第 二 定律 


Kepler 在 研究 了 他 的 老师 和 同事 Tycho Brahe 所 敌 的 天 文 观 
察 结 果 达 20 年 之 久 ,然后 提出 了 行星 运动 的 三 大 定律 ， 

1. 行星 的 运行 轨道 是 以 太阳 为 焦点 的 圆锥 曲线 .行星 沿 椭圆 
形 轨道 化 太 阳 运 转 , 太 阳 在 椭圆 轨道 的 一 个 焦点 上 ,; 茜 星 可 以 按 椭 
贺 形 轨道 运行 ,这 时 我 们 可 以 周期 地 看 到 它 ,例如 哈雷 芷 星 , 茜 星 
也 揣 以 按 抛物 线形 或 双 曲 线形 的 轨道 绕 太 阳 运 行 , 这 时 我 们 最 多 
可 以 观察 到 它 两 次 . 

2. 从 太阳 到 行星 的 向 径 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相等 的 面积 ， 

3. 行星 运行 的 周期 平方 正比 于 椭 贺 长 轴 的 立方 . 

牛顿 用 微 积 分 提出 了 著名 的 万 有 引力 定律 ,Kepler 定律 可 由 
万 有 引 姜 定律 推 得 .这 里 我 们 用 曲线 积分 的 方法 来 证 明 Kepler 第 
-定律 .其 中 要 用 到 矢量 分 析 中 的 几 个 结论 . 

E. 朗 r(t)=r y(t ek, c(t) yt) z(t) 对 1 


dr(i) dxr,, dy. , dz 
可 守 , 则 : i Rs 


2. 项 al2),6(#) 均 是 对 * 0 


d(axB)_ db 
dt | Ee dz 


wl 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


下 面 开 始 证 昌 Kepler 第 二 定律 

行星 在 线 太 阳 运 动 过 程 趾 服从 牛顿 第 二 定律 

及 万 有 引力 定律 F= er (2) 
其 中 G 为 万 有 引力 系数 ,Mf 为 太阳 质量 ,rz 为 行星 夺 量 .由 (1) 与 
(2) 知 


nr 
而 训 (rx 莉 )= 于 x 竹 + xdr-0 (3) 
dr dr dz de de” 


于 是 rx 平 是 一 个 常 值 矢量 , 它 的 方向 焉 直 XOY 平面 , 即 与 OZ 
轴 平 行 . 记 
rx 笠 = 大 是 常数 (4) 


见 图 181, 当 行星 沿 椭 贺 轨道 从 B 运动 到 万 , 矢 径 [车 所 林 过 的 面 
积 A 可 以 用 第 二 类 曲线 积分 求 面积 的 公式 


A{z) = 可 【Gy 一 yd 
ORDO 
求 得 ,下 面 来 计算 这 个 曲线 积分 . 
A(t)= 5 医 (zdy 一 ydz)+ 记 | (rdy— ydx) 


1 
二 Se {zdy— ydr) 
其 中 OB 的 方程 为 y= xz， 
加 下， ,0 | 二 
加 {xdy— ydx) [ (x ee Edr) 0 


同 理 可 证 | Oe PE 
"3423 ， 
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图 181 山 影 部 分 为 行星 从 BB 运行 划 DD， 
向 径 忆 这 扫 过 的 面积 


现在 计算 FF (zdy ~ rdy). 


> r(2) = rit y(t)i (5) 
是 (4) 及 (5) 
Ph rx ty Dx (i+ ) 
_r dy dz 
rd ?Et 


四 dr | ， 
a 
于 是 A(z)= 序 | (zdy-ydx)= 记 | (3; -yi) 
7 | ‘Xdy yq 2 Ty Ye dt 
l ] 
| di=-3 p(t 10) 
dA 1 er 
dr™ 7p 得 证 . 
以 了 记 行 星 绕 太阳 运行 的 周期 , 记 权 图 的 长 半 轴 为 a, 短 半 
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轴 为 5. 加 棍 圈 面积 
nap 二 二 Et 一 和 (rr 


= p(THe-t) -DPC 一 1) 


参考 文献 : [31. 下 册 ,p.68 ~-76;[25], 下 册 ,p. 151- 一 153; 
[27],p.1190-~1191. 


182、 摆 线 的 等 时 性 


-个 半径 为 x 的 轮子 沿 -条 水 平 的 直线 向 前 滚动 (没有 潮 
动 ). 轮子 边缘 -点 上 的 运动 轨迹 是 条 曲线 | “4 ) 
条 曲线 的 名 称 就 叫做 旋 轮 线 或 摆 线 . 

1696 年 John Bemoulli 公开 提出 一 个 问题 :确定 --- 条 从 及 点 
到 BB 点 的 曲线 (B 点 在 4 点 下 方 但 不 在 A 点 的 正 下 方 ), 使 得 一 颗 
珠 - 于 在 量 力作 用 下 沿 痢 这 条 黄 线 从 A 点 滑 到 B 点 所 害 时 间 最 短 . 
这 了 怠 吓 有 名 的 最 速 干 降 线 问题 . 它 是 对 变 分 学 发 展 有 所 大 影响 的 
二 大 问题 之 一 .这 个 问题 在 1697 年 就 得 到 了 解决 ,Newton, Leib- 
niz, 1. Hospital, john Bernoulti 和 闻 的 可 涂 Jarmes Bemoulti 都 独立 
得 到 了 正确 的 结论 : 它 不 足 连 接 AA,B 的 直线 ,硬是 叭 -… 的 一 条 连 
接 A,B 的 上 辐 欧 摆 线 ,在 此 之 后 ,1764 年 Euter 证 明了 洛 着 插 线 
缴 控 动 的 控 狂 ,不 论 共 振幅 的 大 小 , 作 一 次 完全 摆动 所 需 的 时 间 是 
完全 相同 的 .因此 拉线 义 叫 等 时 线 . 我 们 对 摆 线 的 等 时 间 题 作 如 下 
讨论 

图 182 十 拉线 
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r=a{tg-- sing)} 下 和 10,2r| 

y=a(l- cos$) 
的 - 支 .已 点 是 曲线 的 谷底 ,对 应 于 #= 工 的 位 置 . 那 末 一 里 珠 下 ， 
无 论 从 曲线 所 口 ,4 ,或 呈 点 ,或 其 它 任 - -点 上 出 静止 开始 福 曲 线 下 
消 到 三 点 所 用 的 时 间 是 相同 的 . 


图 1382 摆 线 上 从 口 ,点 , 呈 一 点 阿 时 
滁 下 的 珠子 将 同时 到 夺 安 


解 : 设 A 点 的 坐标 为 (zy 加 )》 对 应 于 #= 加 . 珠 池 的 质量 


为 区, 初速 为 wm =0, 求 它 从 A 点 活 曲 线 下 油 到 避 点 所 用 的 时 间 
了 > 


在 A 与 C 点 之 间 某 点 (zy,y) 处 ,珠子 的 速度 vw 由 能 量 守 垣 定 
律 下 式 成 立 . 


mgly — Yo) = 地 mv 一 = Fm 


2 
v= 2ge(y— yo) (1) 
另 - .方面 ,珠子 沿 曲 线 下 滑 , 所 以 v= 


这 s 人 
下 =wW2g03 一 3 加】 
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ds 
ee 和 
珠子 沿 摆 线 工 从 A 滑 到 C 点 所 需 时 间 
和 | _ds = V (zy 六 + (Cy) 
A) 0) rm V2g(y yo) 


= V [Lall ~ cos $)] + [asin $F 


ee $0 — acos $) £) 


-人 DE 
» 


dy» 


COS A- 


$ 
二 一 也 > 2 
8 吕 


它 与 起 点 的 位 置 而 无 关 . 


参考 文献 : [127],p.1071 ~ 1072;[30] .第 2 册 ,pb, 322 一 327. 
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183、 小 岛 在 涨潮 与 落 潮 之 间 的 面积 变 


没 在 海湾 中 ,海潮 的 高 湖 与 低潮 之 问 的 差 是 2 米 ，- 个 小 岛 的 
陆地 高 度 =- 30 (1- i )( 单 位 为 米 ). 并 设 水 平面 z=0 对 
应 十 做 湖 的 位 置 . 求 高 潮 与 低 湖 时 小 岛 露 出 水 面 的 面积 之 比 . 

解 本 题 是 求 甸 面 商 积 问题 .由 题 设 已 知 面 夯 的 方程 是 > = 


. 2 

30 ( Te ) 根据 求 曲面 面积 的 公式 
等 二 VI+t( x ) + (z,) dxdy 

人 


0=30 [ws ty 上 


105 
故 1 ef) :< + ys 5 
卫 2 
在 商 庆 时 ,= 一 2， 2 二 3{} (1 i 
1 14 
故 a + yi0 (1-)= 人 


计算 Vi 二 ep /11 3 让) 
用 极 坐 标 计 算 . 


低潮 时 面积 信和 E = 和 Dardy 


Dy 


= of, 4 可。 


加 10™ 36r’ 3 36r: 
= 2A" 72 "i 上 人 “如 (! 十 hr 
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全 


而 下 去 3 生产 主 
人 人 | : ( - 0 | er 
10 lt 
_10 | 367° 。 wy 


54 105 机 


同样 可 算得 . 


= 5044.2313 


面积 比 5 0 0333. 


参考 文献 : [3j, 下 有 册 ,p.252. 
184、 通 讯 卫 星 的 覆盖 面积 


一 颖 地 球 同步 轨道 遂 讯 .由 星 的 轨道 位 于 地 球 的 赤道 平面 内 ， 
且 可 近似 认为 是 圆 轨道 .通讯 卫 晨 运行 的 角 速 率 与 地 球 白 转 的 角 
速率 相 阿 , 即 人 们 看 到 它 在 天 空 不 动 . 昔 地 球 平 径 取 为 民 = 
6400km, 癌 卫星 距 地 面 的 高 席 玉 应 为 多 少 ?” 试 计算 通讯 卫星 的 覆 
盖 面 积 . 

解 : 设 卫 星 虹 地 面 高 魔 为 下 .卫星 所 受 的 万 有 引力 为 

on 星 所 受 离心 力 为 mw (R+h). 其 中 M 是 地 球 质 


量 ,wm 是 卫 旦 质量 ,w 是 HB 星 运行 的 角 速 率 ,G 是 厅 有 天 力 常 数 . 
根据 牛 顿 第 二 定律 


G Ry SS mw (RR | a) 


" J29 
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-， 了 过 
GM_GM.R’_R:’ a 
1 
其 中 为 重力 加 速度 常数 ， 
， 加 加 之 和 
将 g=9.8,R=6400000, w= 之 30060' 代 和信 (1) 
则 和 有 
3 3 3 2 了 
ha=, /gE -R= 9.8 TS I _ 6400000 
ny 大 


二 36000000(7m) = 36000(km) 


图 184 卫 举 覆盖 出 积 


取 地 心 为 坐标 原点 ,地 心 到 卫星 中 心 的 联 线 为 x 轴 建 立 华 标 
系 ,如 网 184 所 示 !( 为 简明 , 仅 画 出 了 roz 平面 ). 
工蜂 的 罗 靖 咱 积 为 
S= | ds 


其 中 之 是 上 半球 而 .++ 辣 = 民 (zs20) 上 被 圆锥 衣 8 所 限定 
的 曲面 部 分 . 
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ah 9) +1 1 
到 二 一 ldxd 
?5 网 [人 1 :( 了 
二 = ee — drdy, DD, :x + y R'sin f. 
利用 极 举 标 变换 ， 
四 了 Fang R Ran 产 
一 | da | i rds =2nR | 后 


=2xRTE 一 w Rr ee = 2xAR(R-—Y RR: — Rsur B) 
=2xR’*(]— cos 8B) 


由 于 cos 有 = sin a 二 寺 4 声 , 代 人 上 式 得 
ok i ht jn 4nR ph (2) 


履 关 面积 与 地 球 表 面积 的 比 斌 系数 .将 R=6.4X = 36x 
10 代入 


有 _ 36 xX 108 0 455 
2(R+h) 2(3614+6.4)X10 ~ 


可 以 看 到 卫星 覆盖 了 全 球 三 分 之 一 以 上 的 面积 , 故 使 用 二 颗 相 间 
为 全 的 通讯 卫星 就 可 以 覆盖 几乎 全 部 地 球 表 而 . 
最 后 ,利用 (21)? 计 算出 通讯 卫星 的 实际 覆 普 面积 
S =4xx (6.4xX10) x0.425=2.19x 10 (mr ) 
=2.19x 10 (kn ) 
注 : 已 知 卫 绎 离 地 硬 距 离 为 玉 时 ,其 覆盖 面积 也 可 用 球 冠 
面积 公式 SS 二 2xRH(R 为 球 半 径 ,五 为 球 缺 高 ) 直 接 计 算 . 显然 ， 


RRes B=RO-_ =- JP 


柄 SS=2rRRD 一 2 及 有 


” 331 ， 


及 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


参考 文献 : [69|,p.83. 


18S、 电 和 荷 移动 做 功 


说 有 一 平面 电场 ， 人 中 的 正 电荷 g 产 千 的 , 另 
- 单 信 正 电荷 灌 梢 圆 所 十 > z 二 1 在 第 -象限 部 分 从 4(a ,0) 移 


动 到 B00,5). 六 es 下 电 蔡 所 机 的 功 . 


解 ， 如 图 185， 


图 185 电 闸 棱 动 做 功 


设 电 声 轩 = F(z ,yy) 
[Fl 一 
二 在 x 轴 上 的 投影 为 


P(r,y)= |F|cos 9- 鱼 x 


二 在 y 轴 上 的 捞 影 为 


上 上 
Q(x, y) = |F|sin 8 0 


Ra 
Co 


"2 
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有 F=Pit+t 人 Qi= Ca 二 好) 
于 星 素 对 单位 下 电荷 所 做 的 巧 为 
| Fo 二 工人 + ydy 
W = | ds = [~ Pd 1 Wdyv — ko |~ Cr ty 
为 了 计算 二 而 的 曲线 积分 ,把 桶 圆 卢 程 用 参数 方程 才 示 了 旭 


. i 式 
二 Aacos rt, v= bsnt (0ss1& 3 ) 


亚 所 六 
= i -a cos fsin + + bsin 了 Cs 7 
| (alcos 了 十 而 2 Sin2 了 


『 (6 -asin toos + 有 
和 0 Ta’ + (ph oa” )sir :| 
-kg 
0 


[a (pT a jsin’ A 
四 
Se 
参考 文献 : [64], 下 册 ,n.426 一 427;[11, 下 册 ,p. 380. 
186、 分 针 与 时 针 何 时 重合 
在 下 午 -点 到 两 点 之 间 的 什么 时 间 ，- 个 时 钟 的 分 针 人 恰好 与 
对 针 重 合 ? 
解 : 从 下 午 -点 开始 , 当 分 针 走 到 1 时 ,时 针 走 到 
(11 赤 ); 当 分 针 起 到 (1 十) 时 ,时 针 又 向 前 走 到 


I 
上 到 


(1+ 才 + 可 x 十 ),…, 依 此 类 推 ,分 针 要 追 上 时 针 需 费时 
”333 ， 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


二 起 是 一 个 首 项 a= 证 , 公 比 9== 方 的 等 比 级 数 ,因为 |g1 


1 
1 a HP2 _1 _ 
I 叶 )=5 11 
12 
(分 )=a5 分 零 27 秒 27. 即 ,分 针 要 迫 上 时 针 需 要 的 时 间 为 5 分 零 
27 秒 27, 也 就 是 说 ,分 针 与 时 针 重 合 的 时 间 为 下 午 1 点 零 5 分 零 
27 秒 27. 
注 :此 题 也 可 用 初等 数学 的 方法 求解 ,解答 如 下 ， 
- 般 钟 而 分 为 60 格 ,分 针 每 分 钟 转 过 工 格 , 时 针 1 小 时 转 过 
5 格 , 即 每 分 钟 转 方 格 . 一 点 整 时 ,时 针 在 分 针 前 5 格 , 故 分 针 追 上 
时 针 的 时 间 应 是 
二 一 一 5 证 ( 分 )~5 分 零 27 秒 27 


1 
1 


即 ,5 分 零 27 秒 27 后 分 针 与 时 针 重 合 . 
思考 题 :在 i 点 与 (i 十 1) 点 (i 一 2,3,…,11) 之 间 的 什么 时 间 ， 


分 针 与 时 针 重 合 ?( 管 案 :i+ 主 ,i=2,3,…,11) 


参考 文献 。 [1], 下 册 ,p.84. 

187、 多 波 型 信号 发 生 仪 中 正 弦 波形 到 近 的 
优化 设计 

在 电路 设计 中 ,产生 正 艾 波形 有 多 种 方法 ,一 般 分 为 直接 法 与 


辣 接 法 .在 问 接 法 中 ,用 折线 函数 来 通 近 正 艾 明 线 ( 见 图 18717 明 在 
3334 - 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


信号 波形 变换 中 行 之 有 效 且 普遍 应 用 的 重要 方法 .但 在 具体 应 用 
中 , 帮 到 了 这 样 一 个 难题 : 当 折 线 的 段 数 选 定 后 . 子 区 间 的 端点 
rr 应 如 何 分 布 , 才 能 使 其 非 线性 失真 系数 7 最 小 ? 


疼 187 正 继 波形 的 着 近 


分 析 建 模 : ”由 电子 学 专业 的 有 关 知 识 , 知 非 线 性 失真 系数 y 

的 计算 公式 为 
Y= vito tt vs te (1) 

其 中 wv, 表示 折线 函数 基 滤 的 有 效 值 ,wo ,oz ,… 表 示 高 次 
游 波 的 有 效 值 ,由 于 此 y 是 用 无 穷 级 数 表达 的 ,很 难 直 接应 用 , 故 
需 寻 求 其 它 简 便 实 用 的 计算 y 的 公式 .为 此 ,我 们 由 7 的 上 述 定 
区 出 发 ,去 严格 推导 由 所 选 点 zl ,rz,，……,z, 直接 表达 y 的 显 式 公 
式 . 

因 sin x 古 谓 畏 数 ,要 想 用 一 折线 函数 六 zz) 去 通 近 它 , f(r) 
也 应 设 为 奔 隙 数 .显然 ,f(z ) 满 足 狭 利克 需 (Dirichlet) 条 件 , 所 以 ， 
其 博 氏 级 数 展开 式 为 


f(r)= > bsin ne 


其 中 b= 7 | fr)sin nedr (Cn=1,2,.) (2) 
TJ 
1 
有 于 = 
vr (rr 一] .2 } 


"313 ~“ 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


所 以 y= Db (3) 
显然 ,了 f(z) 三 [0,2xj 上 平方 可 积 ,由 著名 的 帕 守 法 了 是 (Parseval) 等 
式 [ 或 称 李 雅 普 庄 夫 (CnnanynoayA.m.) 公 式 ] 


"2 
sl | 天 加 二 全 bs 
th mn 1 


开 
知 > 和 P(r)dr- 6 C4) 
出 37),《4) 种 (2) 得 
了 > | [F(adr 
ys: 2 pe Rn 一 (5) 


1 2 . 
[去 | Flr)sin rdz ) 
出 45) 式 丰 知 , 当 Friy=snz 时 ,>=mnirz) 越 接近 sn x,y 越 
小 ,特别 绝 , 当 fr} 为 sin r 的 内 接 匠 线 图 烤 时 ,可 是 立 
tir)j=(cr ta RE, cn] (=0,1,.…,n) 
其 中 X[z, ,x41 1 为 区 间 [ x; my] 上 的 特征 丽 数 . 于 是 有 


PUD f= 2) f(z) 
| r(x)dr = p> Frydr 


下 
”、 |] | ， 3 
3 a 
3e., 


+ 一 让 
其 中 Fi (i 
共 中 Cs (gity Fit 一 SITL 了， 了 下， 国人 -Cs 】 
[0 


下 中 
3 多 
~- = 1 。 了 
| 1 守 3 > (rs = (Bn 
" 0 
本 3 
F sin Sin rrr t sity 7,) 
] a | 
-3 Crs ro — Xo Sn en) 
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] <， 
十 3 > CT, SINT, — XA, SIN il 
~- 


‘(sinr,l t sin x,) 


Tn ,1 «< . 
1 3 2 (Tsin x, ~ Sin rl) 
"{ sin -+ 十 sin i {6) 


| fr)sin rdx = pS (cr t+ ad, jsin rdx 
n 本 


到 > (sin x,11 ~ sin ri),,) x) (7) 
又 因 f(z) 可 看 作 是 以 2 为 周期 . 关 填 二 5 对 称 的 函数 ,所 以 


2 * 4 3 站 各 
= Fr) sin rdr | f(r)sin zdz 
] Fx 了 过 至 了 

和 | FCr}dr = -| Flrydr 


若 记 $1 二 | F(xr)dr,s, = | flxrjsin zdr 
则 由 (5) {6) 和 和 {7) 式 可 得 


2 $1 


Me (8) 


其 中 ms 分 别 由 (6) 和 (7) 式 计算 , xo =0,x,41 = 字 攻 1 1 Ty， 


,是 待 优 选 的 nn 个 点 . (8) 式 就 是 由 所 选 点 ri,zs，…,z 直接 去 
求 y 的 显 式 公式 ， 
这 样 ,我 们 便 得 到 了 本 问题 的 一 个 数学 模型 . 即 


模 瑞 I 
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到 此 ,问题 似 平 解决 了 ,但 经 过 实验 和 测试 ,发 现 并 不 适用 .分 
析 达 因 , 一 -是 这 里 的 y 组 然 是 显 式 ,但 仍 较 复兴 ,振东 相当 厉 于 . 
一 是 由 于 微机 的 精度 有 限 (10“), 当 < 的 第 六 位 有 效 数字 有 微小 
变化 时 ,就 会 引起 y 的 很 大赛 化 . 诊 此 ,必须 继续 寻求 更 合适 的 卓 
标 晒 数 ， 

从 图 187 可 真 观 地 看 出 ,“ 用 折线 铁 数 上 扩 z) 最 佳 通 近 sin 7” 
王 司 snx 与 Ar) 之 间 的 坎 甸 面积 S 最 小 "是 等 价 的 .而 且 由 
(351) 陈 可 天,7y 与 疙 zx) 在 整个 区 间 上 的 积分 有 关 . 这 就 启发 我 们 ， 
可 用 sin z 与 折线 六 xz) 之 间 所 夹 面积 S 来 衡量 y 的 大 小 .也 就 是 
说 优化 5S 就 是 优化 7. 面 S 的 计算 是 很 容易 的 {用 曲线 y= sin x 


与 x=0、x= 才 种 7 畏 所 围 面 积 减 去 Ca +1) 个 站 骨 梯 形 面 积 之 


和 ) .于 是 ,可 以 建立 如 下 既 简 单 又 较 切 合 实际 的 数学 模型 下 来 取 
代 米 型 丁 : 


十 1 
min Ss1- 了 名 (sin Zz, + sin ,1)° (x, — x, 1) 
模型 
Ss-t 0= rT AT 
其 中 1= | Si rdr, 广 (sin XSin ii 一 1) 为 第 ;个 


小 直角 梯形 的 面积 . 

本 模型 的 建立 过 程 告诉 我 们 一 个 重要 种 想 : 当 要 优化 的 目标 
晒 数 无 法 写 出 解析 表达 式 ,或 者 虽 能 写 出 但 较 复 杂 叶 ,如 果 还 要 凡 
此 为 目标 隔 数 ,就 有 可 能 使 问题 得 不 到 解决 ,在 这 种 情况 下 必须 灵 
活 运 用 所 学 知识 寺 求 更 合适 的 日 标 函 数 . 

关于 模型 开 的 求解 ,已 不 属 本 书 的 写作 范围 ,这 时 从 赂 ,有 兴 
去 的 污 者 可 以 阅读 参考 文献 [17]. 需 要 告诉 读者 的 是 ,利用 此 模型 
设计 产生 的 正 荡 信号, 其 非 线 性 失真 系数 y 的 指标 较 其 它 没 计 太 
为 改进 ,取得 子 满意 的 结果 - 显然 这 种 方法 对 寺 其 它 波 形 的 通 近 也 
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普遍 有 效 , 这 就 为 电路 设计 提货 了 一 个 新 思路 ,打开 了 一 个 新 局 
面 . 


参考 文献 : [17],p.305 一 314. 


188、 和 矩形 脉冲 信号 的 频谱 分 析 


如 图 188 -1 之 答 形 脉冲 ,其 周期 为 了 ,频率 w = 所 ,脉冲 宽 
度 为 =, 高 度 为 王 . 试 画 出 它 的 频谱 图 并 分 析 之 . 


图 188 一 1 和 亿 形 脉 冲 信号 


解 : 傅 氏 级 数 在 电子 技术 中 的 重要 应 用 之 一 是 利用 它 作 频 
谱 分 析 . 我 们 知道 ,一 个 周期 旺 数 FA(z) 展 开 为 傅 氏 级 数 ,在 物理 
上 意味 着 将 个 较 复杂 的 周期 波形 分 解 为 许多 相同 频率 的 正弦 波 
的 迁 加 .这 些 正 弦 波 的 频率 通 带 称 为 f(z ) 的 频率 成 分 . 如果 f(7) 


的 周期 为 了 , 令 w= 气 ,那么 f(1) 的 频率 成 分 (用 角 频 率 表 示 ) 就 
是 


Beg HB 
在 许多 实际 问题 中 ,还 需要 进 - 步 搞 清 楚 每 一 种 频率 成 分 的 正弦 
波 的 振幅 有 老大 ,这 在 物理 和 工程 技术 上 就 称 为 "频谱 分 析 ” 而 把 
各 次 谐 波 的 振幅 |c, | 与 频率 w 的 函数 关系 呀 成 的 线 图 称 为 “频谱 


" S39 ， 
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图 .这 里 心 的 计算 由 复数 形式 的 仁 氏 系数 公式 给 出 ， 

关于 证 形 脉 冲 信 号 的 复数 形式 的 傅 氏 展开 式 及 傅 氏 系数 , 同 
济 大 学 编 的 贞 等 数学 执 材 (第 一 版 p343 一 344)》 中 口 经 求 出 ,这 时 
自 拉 931 时 ; 


Er 
Wp 
站， anr 
Cn I 
nn 1 
Pr FEF < 1 mIr 
£1) 二 二 一 > 1 一 王 
A ) 了 元 2 1t1 er 
了 


( -LiL cei 天 土豆 ,寺村 土 卫 
有 了 4, 便 可 方便 地 作出 它 的 频谱 图 ( 见 肯 188 及 图 188 - 
2) ,这 蛙 设 脉冲 宽度 =- 了 


表 188 ” 算 形 脉冲 售 号 的 “振幅 频谱 " 


从 频 详 图 上 和 看 到 ,频率 3w ,6 ,… 对 应 的 jc | =0( 这 些 点 称 


为 谱 线 的 零点 .其 中 3 =3" {党 )= 容 = 空 叫 第 一 个 零 值 点 ). 在 
3 

第 “个 零 值 点 后 ,振幅 相对 减少 ,可 以 忽略 不 记 . 因此 ,矩形 脉冲 的 

频 众 宽 度 ( 谱 线 的 第 一 个 零 值 点 以 内 的 频率 范围 称 为 信号 的 频带 

宽度 ) 为 


Aw = 27 
[i 


我 们 还 看 到 ,和 矩 找 脉 串 的 频谱 是 离散 的 ,也 就 是 说 , 它 的 谱 线 
* 340 ， 
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了 一 


LS 
2 mu 是 了 人 
| 2 
闭 188 一 2 处 形 脉 冲 售 续 的 频 诺 图 


足 一 夭 一 每 分 古 的 .其 间 的 由 离 是 w= <. 而且 , 当 脉冲 宽度 r 不 


案 时 , 增 大 凯 期 ( 即 相 邻 的 脉冲 间 纪 加 入 ), 谱 线 之 间 的 上 中 离 就 第 
小 ,也 怠 是 周期 越 人 ,说 线 越 密 . 


参考 文献 : [6],p.198 - 20 
189、e 是 无 理 数 的 证 明 


设 g 是 大 于 或 等 于 2 的 -个 整数 , 则 
a) 0<a! 2) < 


Bb) 出 此 证 明 e 不 是 有 理 数 


( 汗 :e= 二 二 -=: +1+ 训 + 看 十 … ) 


证 明 : a) 显然 有 91 -了 >0. 而 级 数 六 ，- 上 省 的 部 分 和 
让 二 + . m— 好 十 上 + 
序列 fs, 1 是 单调 上 开 的 . 
记 
— _l 1 AN 
TDTT TOT to+ky! 
. 341 ， 
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1 
本 i 
nl Ce 
”1 be 
qt+1)!l fat 1 
1 | 
-0 (1+ a (gt+1) (qt1) 
eat ER SE ER 
Hn SSD 三 一 均 人 | 
好 二 
ep 
收 葡 , 且 
ea 1 1 
1 | 1 
这 4 09T 4 


5) 假设 ee 是 有 理 数 , 那 末 e= 全, 其 中 ,gd 是 两 个 互 素 的 正 


整数 ,qg 之 2. 于 是 由 p=eg 及 e= > -可 得 到 
nD 


pl(g—1)!}j=e:g{g—1)! =e'y! 


1 
= : le 
人 
如 Le 
进而 有 prCq-D! =gl D191 2 汪 
一笑 时 才 一 二 十 1 


等 式 的 左边 显然 是 整数 ,而 等 式 丰 边 的 第 一 项 也 是 整数 ,第 二 项 由 
4 ) 知 为 小 数 ,这 样 就 导出 子 盾 ,所 以 e 不 能 是 有 理 数 . 


参考 文献 : [25|1,p.839. 


190、p 进 制 无 限 循环 小 数 怎样 化 成 分 数 


在 计算 机 科学 中 , 通 带 采用 二 进 制 . 八进制 和 十 六 进 制 进行 运 
了 3 + 
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算 . 更 一 般 地 ,在 科学 研究 中 有 时 也 需要 采用 p 进 制 来 表示 一 个 
实数 .请 研究 一 个 p 进 制 的 巨 限 循环 小 数 怎样 才能 化 成 为 十 进 制 
分 数 ? 并 求 出 下 列 往 环 小 数 的 分 数 形 式 . 


(1) x =0.123123123.…: 十进制》 
(2) r=0.515151- ( 九 进 制 ) 
(3) x =0.111011101110-… (一 进 制 ) 
(4) r=0.777- (和 八进制) 


解 : 没 工 二 0.aas -aaa a“ 是 任意 一 个 户 进 制 的 无 
限 循环 小 数 .此 处 p 是 自然 数 .oyay,…,as 基 0 与 pp 一 1 之 间 芍 
任意 鸦 数 ,& 是 循环 节 的 长 度 . 

根据 p 进 制 数 的 定义 ,把 .x 写成 


如 a a a 好 
人 + 二 + 
< 全 1 全 如 ) 
一 十 一 十 
3 pr pr 
liu ,dQ 2 一 ] 
| 和 
人 p pr pe 
BR 
-Ge 
p» pp pp “1 
dl ,da2 a 
二 
6 六 /六 
Ob pb Tt 
p -1 


这 样 ,我 们 把 一 个 p 进 制 循环 小 数 化 成 了 十 进 制 的 分 数 . 下 商 进 
行 捧 惧 计 算 ， 
(1) x =0.123123123.…- 《十进制 ) 


一 | | 
-10: 10”” 10” 
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本 2 113. 1 12 


100 1000) 名 10 1000 ， 工 999 
10 
(2} 了 工 = 一 0 和 .5S1S15S1…: { 九 进 制 } 
a a 1 ) > a 
二 -人 十 一 | 二 十 一 一 
之 le OF 二 口 [| 2 QO 
-46 1 -46 
5 _T 80 
81 
(3} rr =0.11I011101110…: 《一 寺 制 ) 


4 1 15 
(4) x 一 0.777 (八进制 ) 
SS 
7 2 
1 
-7._ 8 - 
三 了 了 
8 
思考 题 : 怎样 将 十 进 制 的 分 数 化 成 p 进 制 小 数 ? 
提示 : r= 全 +++ ee (0<zr<1) 
用 记 梯 以 x 后 ,pr=art4 于 + 玉 t 
所 以 整数 部 分 就 是 a .从 pr 中 减 去 a ,得 到 
六 二 了 


峡 用 疡 乘 以 > 整数 部 分 印 为 az .重复 了 上 上述 步 嗓 即 柯 
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参考 文献 : [68|,p.51. 


191、 如 何 计 划 家 庭 教育 基金 


从 1994 年 开始 ,我 国 逐 步 实行 了 大 学 收费 制度 . 为 了 保障 子 
嘉和 将 来 的 教育 经 费 ,小 张 夫妇 从 他 们 的 儿子 出 生 时 开始 ,每 年 癌 委 
行 存 入 xz 元 作为 家 庭 教 育 基 金 . 若 银 行 的 年 复 利 认为 7 , 试 写 出 第 
n 年 后 教育 基金 总 额 的 表达 式 . 预 计 当 子女 18 岁 进 入 大 学 时 所 党 
费用 为 30000 元 , 按 和牛 利 举 10% 计算 ,小 张 每 年 应 向 银行 存 人 索 
0? 

解 : 设 年 后 教育 基金 总 额 为 a, ,每 年 向 银行 存 人 元 , 依 
据 复 利 计算 会 式 有 如 下 递 推 关系 : 


人 (1) 
do 一 工 (2) 
由 (1) 弟 推 可 得 


不 一 《Ge a 2)(l tr) 

0 
BM | 
人 好 | — do=z(l+r). 

es Qs a= ri rr) ,k=1,2,. (3) 
将 (3) 对 此 ==1,2,…,n 求 和 


0 二 六 3 (1+r)* 
所 以 ,n 年 后 的 教育 基金 总 额 为 
Qn dot .x 3 (1+r)* 
=r Pitre tr 1 (4) 


欲 使 a 二 30000 ,将 1 =18,r =0.1 tA 入 (4) 
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好 ,六 30000 x0.1 二 
一 586.40! 元 
TT 1.1™—1 586.40( 元 ) 


因此 ,小 张 每 年 应 向 银行 存 人 和 人 586. 和 元. 
思考 题 : 按照 本 题 的 解法 还 可 以 解决 分 期 付款 问题 . 设 小 张 
加 银行 贷 称 Au 元 用 于 买房 ,贷款 年 利率 为 >, 从 第 二 年 起 ,小 张 
每 年 向 银行 还 z 元 .x 年 后 小 张 尚 从 银行 货款 额 记 为 4。, 试 推导 
4 ,的 表达 式 . 
( 解 ;Ao 二 Ao,Al 三 Aptl+r) Ti,"… ,A 
=A_i(l+r)— 2. 


解 此 递 推 式 得 :A, =As(1+ RN -x (+ Ry 一 1) 


参考 文献 : [54]. 


192、 药 物 在 体内 的 残留 量 


惠 有 某 种 心性 病 的 病人 经 常 要 服用 洋 地 黄 毒 苷 (digitoxin). 
洋 地 黄 毒 苷 在 体内 的 清除 速率 正比 于 体内 洋 地 黄 毒 苷 的 药 量 . 
大 (24 小时) 大 约 有 10% 的 药物 被 清除 , 假设 每 天 给 某 病 人 
0.05mg 的 维持 剂量 , 试 估算 治疗 几 个 月 后 该 病人 体内 的 洋 地 黄 毒 
若 的 总 其 . 

解 : 给 病人 0.05mg 的 初始 剂量 ,一 天 后 ,0.05mg 的 10% 被 
清除 ,体内 将 残留 (0.90)(0.05)mg 的 药 量 ;在 第 天 来 ,体内 将 残 
留 (0.90)(0.90)(0.05)mg 的 药 量 ;如 此 下 去 ,第 n 天 末 , 体 内 残 
留 的 药 量 为 (0.90)” (0.05)mg. 如 图 192 所 示 . 

要 确定 洋 地 黄 毒 苷 在 体内 的 累积 残留 量 .我 们 注意 到 ,在 第 一 
次 给 药 时 ,体内 的 药 量 为 第 二 次 给 药 的 剂 前 0.05mg 加 上 第 -次 
给 药 此 时 人 在 体 内 的 残留 晤 (0.90)(0.05}mg; 在 第 三 次 给 药 时 , 体 
内 的 药 礁 为 第 三 次 结 药 的 剂量 0.05mg 加 【第 -次 给 药 此 时 在 体 
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本 .5 
(DO. 90 N00. 二 一 
谢 

量 0. 9 所 站 .中 5 人 - 
的 

回 

Ea 

EE 


(OO. 4907" C0. G57-—# 


图 192 初始 剂 其 前 指 数 豪 吴 


内 的 残留 量 (0.90)*(0.05}ymg 和 第 二 次 给 药 此 时 在 体内 的 残留 量 
(0.90)(0.05)mg; 在 任何 一 次 重新 给 药 时 ,体内 的 药 量 为 此 次 给 
药 的 剂量 0.05mg 加 上 以 前 历次 给 药 此 时 在 体内 的 残留 量 . 为 了 
清楚 地 理解 上 述 内 容 , 请 看 下 表 . 
体内 详 地 黄 毒 荫 的 总 量 (mg] 

0 0.05 
初 后 | 1 0.05+(0.90)(0.05) 
a 2 0.05+C0.90)(0.05)+ C0.90)2(0.05) 
部 | : : 


nn OO.05+t 0.90)0.05) 4 C0. 0770.05) + + (0.90)"(0.05} 


我 们 看 到 ,每 -- 次 重新 给 药 时 体内 的 药 量 是 下 列 几何 级 数 的 
部 分 和 ; 
0.054 (0.90) (0.05) + (0.90) 0.05) + (0.907 (0.05) 十 ， 


i a 00 _0.03_ 
这 个 级 数 的 和 为 和 一 --= 了 -0o0 -015 一 0.5 


由 于 此 级 数 的 部 分 和 趋 近 于 此 级 数 的 和 ,所 以 我 们 说 ,每 天 给 
病人 0.05mg 的 维持 剂量 将 最 终 使 病人 体内 的 洋 地 黄 毒 背 水 平 达 
到 一 个 0.5meg 的 “十 台 ”. 

当 我 们 要 将 “ 坪 台 "降低 10% ,也 就 是 让 坪 水 乎 达到 10.90) 

aa 3 下 
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《0.5)=0.45Smg 时 ,我们 就 需 调整 维持 剂量 ,这 在 药物 的 治疗 中 旦 
- -个 重要 的 技术 . 


参考 文献 : 1471|1,p.S73 -574. 


193、 经 济 中 的 乘 子 效应 


没 想 联 邦 政 府 通 过 一 项 削减 100 亿美 元 税收 的 法 案 . 假设 每 
人 将 花费 这 笔 额 外 收入 的 93% ,并 把 其 余 的 存 起 来 . 试 居 算 削减 
税 对 既 济 活动 的 总 效 永 ， 

解 : ”前 威 税 后 人 们 的 收入 增加 了 .10.93)(100) 亿 美元 将 被 
用 十 消费 .对 某 些 人 来 说 ,这 些 钱 变 成 了 额外 的 收入 , 它 的 93% 文 
被 用 于 消费 ,因此 又 增加 了 (0.93)(0.93)(100) 亿 美元 的 消费 .这 
些 钱 (0.937 x 100 和 亿美 元 ) 的 接受 者 羡 将 花费 它 的 93% , 即 允 增加 
了 (0.93)(0.93)(100) = 00.93 六 0100) 亿 美元 的 消费 .如 此 下 去 ， 
削减 税 后 所 产生 的 新 的 消费 的 总 和 由 下 列 无 穷 级 数 给 出 : 

10010.93) + 100(0.93)° + 100(0.937 + + 100(0.93)" 1 …: 
这 是 -个 初 项 为 10000.93), 公 比 为 0.93 的 儿 何 级 数 , 此 级 数 收 
化 , 它 的 和 为 : 


a 0 93 
1 1-0.93 0.07 


削减 100 ee 1328.6 亿美 


se1328.6 亿美 抱 


JU ， 

此 例 描述 了 尼子 效应 (the muitiplier effect) .每 A 将 花费 -- 美 
元 额外 收 人 的 比例 被 称 作 "边际 消费 倾向 "(the marginal propensi- 
ty to consume) , 记 为 MPC. 在 本 例 中 ,MPC=0.93, 下 如 我 们 上 面 
所 讨论 的 ,前 减 税 后 所 产生 的 附加 消费 的 总 和 为 : 


0.93 MPC 
附加 消费 的 总 和 = 100: "T0593 一 [ 前 碱 税额 ]. TM 
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间 减 税额 乘 以 "条子 "TIC 就 是 它 的 实际 效应 ， 


参考 文献 : [1471,p.573. 


194、n 年 后 提取 nn? 元 需 存 入 多 少 钱 


设 年 利率 为 站 依 复 利 计算 , 想 要 在 第 一 年末 提取 1 死 ,第 
年 末 提 取 4 无 ,第 一 年 本 查 到 寻 =9 元 ,…, 在 第 ”年 末 提 取 2 
元 .要 能 永远 如 此 提取 , 问 至 少 需要 事先 在 人 密 少 本 金 ?” 这 里 本 金 
为 在 人 的 钱 , 设 为 4., 则 -年 后 本 爹 与 和 息 之 和 称 为 -年 的 本 利 
和 , 即 为 A(1+ 记 ,网 年 打 的 本 利和 为 A(1+ 2),--…n 年 后 的 本 利 
和 和 沟 ACl+i)". 

解 : 敬 本 使 为 [11 i) "元 ,n 年 后 可 提取 本 利和 ， 

{1147) "(1+7)"= 二 1{ 元 ). 
n 年 后 蔡 刻 提取 nn? 所 本 利和 , 则 本 金 应 为 n”(1+ 7) "元 .所 以 为 
使 第 - -年 末 提 取 1 克 本 利和 , 则 要 有 本 金 (1+ i) ;第 _: 年 末 能 提 
取 =4 元 本 利和 , 则 要 有 本 爹 2.'(1+i)“ 据 ;第 三 年 末 能 提取 


n?* 元 本 利和 , 则 要 有 本 爹 ww (114 2) "元 ;如 此 下 去 ,所 需 本 爹 总 
数 为 


Ce 


> nr{l+iy " 


由 下 天 二 = r” {—-1<zrc<l1) 
n=—] 
夏 二 -z 虹 (二 )= > | 
(1—-zxr) dr‘\j— zz | a 是 
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= DP, nr” ( 当 | 闻 | 和 1) 
= 11(1 + 让, 便 得 


Sn 
(1- ci) 
所 以 ,要 程 能 永 放 如 此 提取 ,至 少 需 事先 存 人 
(1+ DD (2+ i) 


2° 


无 本 金 ， 
思考 题 : 
《1) 如果 每 年 提取 1 苑 ,至 少 需 事先 存 人 多 少 元 本 金 ? 第 
年 握 取 xn 元 呢 ? 
(2) 第 5 年 提取 多 少时 ,永远 如 此 提取 将 不 能 实现 ? 
解 : {1) 由 上 面 的 公式 
me {—1l<x<1) 


n=1 


可 知 ， a ,所 以 每 年 提取 一 元 , 刚 需 事先 存 人 


+ 


ri 了 


(Ix 。 Jnr {1l<r<1) 


可 知 , 因 为 = 于 一 ,所 以 第 = 年 提取 元 , 则 项 事先 存 人 


ol 
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(2) 此 题 可 转化 为 :第 ”年 担 取 上 元 ,应 当 事 先 存 人 
6 | mw 
要 想 使 永远 如 此 有 规律 地 提取 不 能 实现 , 则 只 要 取 适 当 的 
ER ,使 得 


在 = 了 五 时 发 散 , 即 可 ， 
而 实现 这 种 目的 的 方法 很 多 ,例如 使 


lim 


En 


大 ， 
R11 
于 是 可 取 kori +i)k,. 

例如 不 妨 取 

点 | 一 上 ,下 ={1+i), ;= (1 +t) 丰 一 (二 Ti) 
这 时 , 需 事 先 存 人 本 金 为 无 穷 大 . 即 , 此 种 有 规律 地 提取 是 不 能 实 
现 的 .而 事实 上 ,此 种 提取 方式 为 每 年 都 将 本 金 和 利息 全 提取 出 
来 ,当然 需要 事先 存 人 的 本 金 为 无 穷 大 . 


参考 立 献 : [59],p.255 一 260. 


195、 章 诺 悖 论 问题 


公元 前 五 挝 纪 ,哲学 家 和 数学 家 齐 诺 (Zeno) 提 出 了 四 个 间 题 ， 

这 些 问题 后 来 被 公认 为 齐 诺 人 导论. 在 其 中 的 第 二 个 问题 中 , 齐 诺 辨 

解说 ,传说 中 的 希腊 英雄 阿 基 勒 {Achilies) 无 论 如 何 也 赶不上 -只 

乌龟 :假设 一 开始 乌龟 在 前 100 码 (1 码 =0.9144 米 ) 处 , 阿 基 勒 的 

速度 是 乌龟 的 10 倍 . 当 阿 基 勒 中 完了 这 100 码 时 乌龟 向 前 跟 了 

10 码 ; 当 阿 基 勒 再 跑 完 这 10 码 时 , 乌 龟 又 向 前 路 了 工 码 ,…, 如 此 
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下 去 , 阿 基 瑚 永远 也 中 不 过 这 只 上 乌 他 ， 

现在 我 们 摸 - -种 方式 来 叙述 和 讨论 这 个 表面 上 的 停 论 ,其 结 
果 当 然 也 是 和 常识 相 政 盾 的 . 

假定 一 个 大 离 门 只 有 10 米 远 (图 195), 利 用 齐 诺 的 推理 ,我 
们 可 以 宣称 :此 大 永 迹 走 不 钙 门 那里 去 .理由 如 下 |， 


Ren 


| | 


| 5 总 
图 195 竟 诺 惊 论 :人 水 逝 走 不 到 门 各 . 


他 过 走 完 这 段 路 程 ,首先 就 要 走 完 该 路 程 的 一 半 {5m), 芭 到 
达 图 195 中 的 点 四 处 ;然后 他 又 必须 走 完 剩 下 的 S 米 的 一 半 


( 计 m) , 即 到 达 点 @ 处 ;…, 如 此 继续 下 去 ,那么 ,不 管 此 人 离 门 已 


经 多 近 , 在 他 面前 总 有 剩 下 的 路 程 的 一 半 还 没 走 完 ,他 还 得 要 将 剩 
下 的 路 程 一 半 一 半 地 走 下 去 , 永 无 止境 ， 

尽管 连 小 护 者 不 会 相信 和 齐 诺 的 诡辩 ,但 要 彻底 驶 倒 他 , 芳 用 到 
2000 多 年 后 的 极限 理论 .下 面 我 们 就 用 学 过 的 级 数 知识 证 明 , 事 
实 上 这 个 人 在 有 限 的 时 间 内 能 够 到 达 屋 门 . 

假定 此 大 以 每 秒 0.5 米 的 功 定 速度 开始 向 屋 门 走 去 ,我 们 应 


用 齐 诺 的 论证 方式 来 算 算 他 到 达 原 门 所 用 的 时 间 . 由 := 三 ,此 人 


走 到 离 屋 门 5 米 远 这 一 点 (从 高 屋 门 10 米 寻 开始 走 ) 要 用 zt = 
3 


他 5 10s; 走 到 离 屋 门 读 米 处 要 用 t= 于 = 5s; 再 走 到 下 一 点 要 
2 
用 t=5= 半 s. 由 于 从 一 点 走 到 下 一 点 的 咕 离 是 这 点 到 屋 门 外 
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离 的 一 半 ,所 以 很 就 然 , 接 下 去 所 用 的 时 间 应 依次 为 下 s， Tes，… 


19。.…… 这 样 , 他 走 到 犀 门 所 用 的 总 时 问 是 


2 
I0 10 10 10, 
se ! 2 
1 1 1 1 


由 此 吕 风 ,所谓 齐 访 悖 沦 实 际 上 根本 不 成 其 为 停 论 . 
参考 文献 : | 1, 上册,p.49; 下 册 ,p.77. 
196、 行 星 的 质 向 与 逆向 运动 


则 果 你 连续 几 个 星 戎 或 者 儿 个 月 注意 观察 对 颗 行星 在 天 上 的 
位置 变化 ,你 会 受 现 ,行星 在 星空 中 走 的 路 线 可 真有 点 奇怪 , 它 经 
常 是 后 东 移 动 (这 叫 顺 行 ), 但 有 时 候 却 回 过 “ 闫 "来 向 晤 走 ( 这 员 逆 
行 ), 直 了 -- 段 “路 "之 后 ,又 扭 过 " 头 " 来 出 东 走 . 难 章 它 就 是 这 样 八 
和 东 揭 西 乳 绕 着 太阳 转 的 吗 ? 

首先 ,我 们 要 开 清 楚 ,行星 在 星空 中 的 移动 和 它 实际 绕 太阳 转 
的 运动 有 联系 ,但 不 能 混为一谈 .你 所 局 短 , 行 星 绕 太阳 公转 的 运 
动 ,部 是 步伐 : 致 地 朝 一 个 方向 自 西 占 东 前 进 的 ,从 来 没有 向 
曲 退 普 目 的 时 候 . 之 所 以 会 出 现 我 们 看 到 的 现象 ,得 是 因为 我 们 是 
伟 运 动 次 的 地 巷 二 看 其 它 行 星 的 运动 ,上 遇 这 些 行 星 围绕 太阳 和 运转 
的 加 度 闵 比 地 球 统 太 阳 转 的 速度 快 (或 者 慢 ) 的 结果 .图 196 一 1 中 
晤 鹿 的 火星 安 动 路 线 可 以 形象 地 说 有 明 这 一 点 . 

示 么 ,行星 什么 时 候 肥 顺 癌 转 为 道 疝 运 动 (或 青皮 过 米 , 人 区 道 
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自转 回顾 向 ) 呢 : 


网 196 -1 光 星 在 星空 中 的 位 轩 图 196 一 2 地球. 行星 绕 本 出 
运转 示意 图 


F 面 我 们 用 矢量 代数 和 矢量 分 析 的 有 关 知 识 来 解答 这 一 问 

题 . 
温 地 球 和 行星 的 轨道 (作为 黄道 平面 上 的 圆 ) 半 径 分 别 为 
和 R, 和 运转 周期 分 别 为 un 和 也 ,于 是 它们 围绕 太阳 旋转 的 轨道 半 


称 分 别 有 “= 季 和 玫 = 个 的 转速 . 


| 如 图 196 一 2 所 示 , 苦 口 .上 4 和 B 分 别 表示 太阴 ,地 球 和 行星 
的 中 心 , 则 a 二 COC 和 5&5= OB 分 别 为 地 球 和 行星 离 太 阳 的 矢量 路 . 
这 里 ga 和 8 为 “旋转 矢量 ", 即 它们 有 定 长 rr 和 和民, 用 分 别 以 定 速度 
各 KK 在 黄道 平面 六 内 围 着 固定 原点 0O 旋转 . 对 质点 A 、 运动 
| 的 速度 矢量 & 必 , 容 易 知 道 , 其 大 小 分 别 为 如 和 KR ,方向 总 是 分 
别 物 直 于 & 与 5 的 方向 的 ,如果 我 们 假定 两 矢量 a 与 5 以 O 为 起 
点 ,大 小 分 别 为 7 与 民 , 且 总 是 分 别 超 前 旋转 矢量 a 与 5 各 90", 则 
有 
| a=ka’" ,b= Kb 
行 蚌 离 地 球 的 笑 虹 距 为 c 二 A 户 = 6 一 a, 对 地 球 T 观 察 省 的 
速度 为 
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c=b—a= kb — kha’ 
设 失 量 Bb 在 0 时 间 超 前 矢量 a 的 角度 为 =, 在 上 时 间 超 前 a 
的 角度 为 及, 则 
5=a+ 红 (1) 
这 里 8== KK 一 六 表示 下 在 单位 时 间 内 超前 @ 的 角度 . 
当 ce (对 观察 者 而 言 ) 按 道 时 针 方 向 旋转 时 ,行星 的 运动 为 顺 
向 ; 当 e 鼻 顺 时 针 广 向 旋转 时 , 行 时 的 运动 为 逆向 . 即 , 和 根据 垂直 于 
E 的 矢量 O$ =c xz 的 顶点 S 在 黄道 平面 的 上 方 或 下 方 来 定 顺 向 


或 道 册 .现在 ， 
excec=(bh-a)x(th ce)={bp—-a)x(kb'— ka') 
二 中 一 如 


这 里 p=Kbxb ithaxa,g=KaxXp +kpxa',p.g 也 以 QO 
为 起 点 .p 的 大 小 为 KR? + kr ,并 位 寺 玉 的 上 凸 方 . 从 图 196 一 2 可 
以 看 出 ,g 位 寺 五 的 上 方 或 下 方 要 以 cos PP 是正 或 人 负 来 定 , 并 有 大 
小 (KK 二 站)R:riecos 有 [这 样 ,exe 位 于 五 的 上 方 或 下 方 就 要 以 
(KR + kk) 一 (区 +k) Rarcos 月 的 让 负 来 定 , 即 枢 据 
oe PSUR 2) 
由 开 普 勒 第 二 定律 ,U? :w= Ri:r? 或 局:K?=R’: ,于 
是 ,(2) 式 石 边 的 :KK 能 被 Wwe? 所 代替 ,这 里 W=vR,w= 
Yr .这样 ,(2) 式 右边 的 值 为 


ww WiWw (Wtw)Ww_ Waw 
(WI 1 wa) Wi Witw Witw — Wi 
Rr 
RR 
结论 如 于 ; 
行星 运动 的 顺 疝 或 闭 向 的 根据 是 


” 334 +: 
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ww Rr 
COS 人 一 -CO 3 
p= tr Vv Rr ( ) 
Rr 
CO 请 二 一 4 
和 FP Rir—v Rr " 


时 ,运动 由 - -种 形式 转变 为 男 一 种 形式 . 

例 : 上 上 合 ( 太 阳 在 地 球 和 内 行星 “之 间 的 时 候 ) 后 少 少 天 ， 
金星 蛮 为 得 问 ? 

解 这 里 -= 149{ 下 万 公 果 ), 尺 二 107.5( 百 万 公里 }; 率 = 
0.9856°,K = 1 602"; a = 180". 十 是 ,8 = 1.602" 一 0. 9856" = 

、 v Rr ee 
0.6164 ee 一 0.974， 由 (1 和 (4) 式 ,得 
-oos 0.61641 =0.974 ,或 cos 0.6164: = 一 0.974 

过 而 +=271 天 ,由 上 合 后 271 天 后 ,金星 变 为 逆 问 . 
注 : ”行星 从 磺 行 灾 为 道行 ,或 者 从 道行 案 为 硕 行 时 ,都 有 -一段 时 
何 好 象 查 星空 中 迟 留 不 动 的 样子 ,叫做 “ 留 ”. 
* ) 地 球 绕 太 阳 转 ,不 断 地 改变 着 和 白 己 的 位 置 ,看 起 来 好 象 是 太阳 
在 改变 “ 方 癌 ”, 在 星空 间 不 断 地 东 移 .太阴 "起 "的 这 条 路 线 就 称 费 
道 . 
< 关 ) 水 居 、 爹 是 的 畦 道 在 地 球 畦 道 的 内 策 , 称 它们 为 内 行星 . 


参考 文献 : [15] ,天 文 1,b.139 一 141;[20],p. 381 一 383， 


ti97、 促 进 剂 的 配方 问题 


某 橡胶 厂 要 制造 使 橡胶 粘 在 由 布 上 的 促进 剂 . 发 现 促进 剂 中 
有 两 种 成 份 一 一 间 茶 二 棒 和 六 次 申 芭 四 胶 对 附 善 力 的 影响 较 大 . 
该 广 原 有 的 配方 是 : 问 莱 - 酚 ,2.5 克 ; 六 次 串 荃 由 胺 ,1.5 克 . 得 到 
的 附着 力 为 8 下 上 训 力 . 现在 想 再 提高 附着 旋 的 强度 , 问 应 如 何 调整 
配方 ? 
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分 析 : 我们 知道 ,梯度 方向 是 函数 值 上 升 得 最 快 的 方向 ,我 
们 就 册 身 度 法 来 试 汪 看 .由 十 这 里 的 附着 轿 与 间 某 -本 和 六 次 市 
荃 四 肤 之 间 的 明 数 关系 没有 给 则 ,无 法 求 得 梯度 的 精确 值 , 故 转 用 
近似 方法 代 之 . 即 , 以 差 商 代 蔡 偏 叶 数 , 以 矢量 

TE | (1) 

| 。 点 


L 


的 方 同 为 近似 的 梯度 方向 . 
解 : 设 ro 一 2.5,%0 二 1.5,xo 二 五 二 1.5, 十 三 1.0. 作 了 
两 次 试验 ,结果 如 下 ， 
表 197 调整 促进 剂 配方 试验 数据 表 


由 (1) 式 ,梯度 上 方向 近似 于 
3.4—8. -了 了 一 间 - 


We > 《一 2 5) 


rd 
Et 


宜家 昼 局 江 : 
I 
二 


| 


be 
Am 


图 197 测 梯 麻 方 向 乒 试 验 点 


TN 
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如 图 197 ,从 点 4v 出 发 , 沿 着 方向 (一 2, 一 3 寻找 试 验 点 ,经 测 成 ， 
点 阳 :r=2yy=0.75 处 的 附着 力 为 8.7 千克 力 , 已 经 满 是 生产 笑 
要 ,就 不 再 佩 下 去 了 . 即 ,新 的 配方 为 :了 间 茶 -一 酚 2 宛 ,六 次 甲 芭 四 
胺 0. 75 克 . 


参考 广 献 : [22],p.77- 一 78. 


198、 如 何 测 定 太 湖 最 深 处 


为 求 太 湖 的 最 深 深 度 , 先 在 地 面 上 取 定 举 标 O 〇 一 zy,x 轴 疝 
上 ,并 设 湖底 曲面 可 用 一 连续 可 微 孙 数 z = (x,y) 来 表 志 ,于 是 
问题 转化 为 求 元 函数 f(z,y) 的 最 小 值 . 

现 有 -测量 船 ,用 特制 的 仪器 可 以 测 得 湖 中 每 - -点 的 深度 ,也 
就 是 说 可 以 算出 任意 一 点 的 函数 值 .因而 对 这 个 F(z,y) ,我们 既 
了 解 又 不 了 解 ,所谓 不 了 解 ,是 指明 数 的 具体 表达 式 不 知道 , 想 用 
以 前 讲 的 求 极 值 方 法 则 用 不 二 ;所 谓 了 解 , 是 指 给 定 一 点 (x,y) 
由 ,站 可 以 通过 多 器 测 出 该 点 的 蝴 数 值 . 对 这 样 的 -- -个 函数 怎么 求 
它 的 最 小 什 呢 ? 


图 198 用 量 速 下 降 法 调 本 削 最 深 点 


由 图 198, 设 测量 船 从 湖 边 站 -一 点 P, 抽 发 ,是 先 监 种 站 的 问 
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题 是 , 船 往 哪个 方向 开 好 呢 ” 当然 不 能 沿 着 岸 边 航行 ,那样 永远 也 
找 不 到 最 诬 点 .最 自然 的 想法 是 应 向 着 普 的 中 心 方 向 开 去 ,可 是 太 
湖 大 得 一 眠 望 不 到 边 ,根本 无 法 判断 哪个 方 回 指向 渭 中 心 . 一 种 办 
法 是 碰 运 气 , 育 目地 航行 ,这 当然 不 是 - -种 科学 的 态度 ;一 种 想法 
是 ,虽然 不 能 血 指 湖 中 心 ,我 们 就 退 而 求 其 次 ,只 求 测量 船 一 步 步 
往 深 姓 开 就 行 ,尽管 航行 的 路 线 可 能 会 迁 回 点 ,但 总 能 逐步 达到 最 
深 人 处 . 

下 而 我 们 就 按 这 种 想法 开始 航行 . 首先 测 出 Pi (xi ;wi ) 点 和 
它 邻 近 两 点 P,{ xz 十 Ax, Yi), PP, ;Yi + Ay) 的 函数 值 ,利用 这 
三 点 的 值 , 近 做 求 出 P 点 的 梯度 向 量 

. 1 AT YI RY wy 
vp)= (2 Frm) fx tAy)T flrisy 3 


Ay 

在 已 点 局 部 来 看 ,函数 滞 一 YAf(Pi) 方 向 下 降 最 快 ,所 以 令 测量 
船 洛 已 点 的 负 梯 度 方 向 往 前 开 ,--- 边 开 , 一 边 每 隔 一 定时 间 ( 假 
定 等 速 前 进 ) 测 一 次 湖 的 深度 ,车 后 一 点 测 得 的 深度 比 前 一 点 的 
深 , 测 量 船 就 继续 向 前 开 . 直到 某 一 点 测 得 的 深度 比 前 一 点 测 得 的 
诬 度 浅 时 ,测量 船 就 退 凸 到 前 -- 点 , 设 该 点 为 P, (x,, ys). 这样， 
我 们 就 由 Pi 点 前 进 到 了 P,。 点 . 

然后 就 可 如 法 炮制 ,近代 求 出 P, 点 的 梯度 向 量 VFfP, ) , 测 
量 船 滞 - YA(P;) 方 向 入 前 开 , 再 边 开 边 测 , 一 直到 沿 这 个 方向 上 
的 最 低 点 停 下 来 , 设 该 点 为 P(x ,yy3). 再 汪 一 VF(CP,) 广 向 往 前 
并 , 求 册 天 点 ,…… 苦 于 步 后 ,测量 船 几乎 就 在 基 一 点 附近 转 转 . 
廊 后 按 半 么 标准 结束 测量 呢 ?” 可 以 利用 P, 点 的 梯度 绝对 值 充分 
小 (一 般 不 可 能 等 于 零 ) ,小 于 事先 指定 的 误差 时 即 呀 停 小 ,这 时 把 
点 加 认为 是 最 鬼 点 玉 (zz ,y")( 或 考 利 用 P,P,,, 之 间 的 腊 
离 充 分 小 ,小 于 事先 指定 的 误差 即 可 停止 ,同样 把 PP 认为 就 是 
户 ). 市 此 求 出 了 太湖 的 最 深 深 度 Fr ,y* ). 

注 : 这 种 以 负 樟 上 谨 方 向 为 搜索 方向 去 求 多 元 前 数 援 值 的 方 
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法 称 为 最 连 下 降 法 (梯度 法 ) .由 于 电子 计算 机 的 出 现 ,这 种 方法 已 
付 诸 实施 .但 由 于 本 身 的 缺点 (在 接近 极 小 点 时 ,由 于 锯齿 现象 使 
下 降 速 度 显 著 变 慢 ) .往往 在 求解 过 程 的 前 期 使 用 ,后 期 收 用 其 它 
方法 . 本 例 只 是 通过 求 太湖 最 深 点 形象 地 介绍 其 思想 ,对 这 方面 知 
识 感 兴趣 的 读者 ,可 参看 刘 宝 光 著 《 非 线性 规划 》{ 北 京 理工 大 学 出 
版 社 ,1988) 等 有 关 最 优化 算法 的 专著 . 


参考 文献 ， [5|,p.138 一 140. 


199、 申 时 如 何 逃 跑 


- 块 长 方形 的 金属 板 , 四 个 大 点 的 坐标 分 别 是 (1 ,1),{5,1) 
《1,3) 和 {5,3). 在 坐标 原点 处 有 一 个 火焰 , 它 使 金属 板 受 热 . 假定 
板 上 任意 一 点 处 的 温度 与 该 点 和 到 原点 的 距离 成 反比 .在 {3,2) 处 有 

只 虹 霓 , 问 这 只 昭 网 应 治 什 么 方向 耻 行 才能 最 快 到 过 较 凉快 的 
地 点 ? 


解 : 板 F 上 和 伍 一 点 (x,y) 姓 的 温度 了 (Ci,y) =- 和 大量 
Cr 3 外 度 了 yy) ee 友 
一 个 比例 常数 , 温度 变化 最 又 烈 的 方向 嘴 梯 度 所 指 方向 .计算 


、 Et 人 Ry 
二 了 = 一 可 一 
本 CT (Ct ye 


grad T{3,2)= i 本 a 


蕊 的 单位 矢 基 了 所 指 的 方向 是 用 起 变 冷 蛮 化 役 又 烈 


局 :让 
的 方向 (其 皮 方 向 则 是 由 冷 变 热 ). 蚂 较 虽 然 不 懂 梯 度 ,但 任 它 的 感 
和 觉 细 胞 的 及 馈 信号 , 它 将 滞 这 个 方向 逃跑 . 


参考 文献 : 125|. 下 用 ,pnp.244. 
~ 300 : 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


一 (二 了) 全 


其 中 dm” 是 消耗 气体 储备 的 速率 ,，- 5' 则 为 气体 质量 的 变化 率 . 


dv drm drm _ 
从 | 间 17 i [ lw 0 
可 好 二 zz 
4[} = 
| nr 可 本 可 心 


uw 5 各 这 -项 称 为 火箭 的 推进 值 -注意 dmfdt <0, 于 是 推进 项 与 
暑 射 气体 的 速度 方向 相反 ， 


当 Er = 时 ， 


do_ Hodm 
di mm di! ,积分 得 


v(t) v0)= nu | 2 dt = wallnm(t) -Inm(0)). 


即 0 A 
min 
燃料 耗 尽 时 ,火箭 的 速度 为 
mo 一 Pl 


vt)= Holn — … 
P11 


思考 题 : 一 个 重 1000kg 的 火 衔 携带 2000kg 的 燃料 在 空中 
静 站 不 动 , 蜡 在 它 的 发 动机 起 副 , 并 已 上 其 蜡 射 速度 为 0.7kmjs, 试 
问 当 它 的 所 有 燃料 耗 尽 时 ,速率 是 和 多少 ? (2768kmih) 


参考 文献 : {11, 下 肝 ,p.177 一 180. 
202、 第 一 宇宙 速度 
- 虹 人 造 地 球星 基 有 名 大 速率 时 ,才能 环绕 地 球 运行 ,而 不 


上 里 落 加 地 测 ? 
363 
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问 当 它 的 所 有 燃料 耗 尽 时 ,速率 是 和 多少 ? (2768kmih) 


参考 文献 : {11, 下 肝 ,p.177 一 180. 
202、 第 一 宇宙 速度 
- 虹 人 造 地 球星 基 有 名 大 速率 时 ,才能 环绕 地 球 运行 ,而 不 


上 里 落 加 地 测 ? 
363 
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解 : 以 8 表示 地球 的 半径 .86378 公里 , 访 卫 时 质量 为 


图 202 是 环 红 地 球 运 行 


m ,以 速率 wo 环绕 地 球 运行 ,轨迹 如 图 202, 由 此 产生 的 离心 力 和 
地 心 引力 半 衡 ,从 而 不 再 落 回 地 面 .此 时 卫 旦 仪 受 的 外 力 为 重力 
F,|F|= mrg ,六 向 指向 地 心 ， 

设 导 星 的 运动 方程 为 f(t1}= Bcos CB(E))i+ Bsitt (9(2))j 


则 (4) 一 午 , 加 速度 a(t)= 5 


由 牛顿 定律 知 ,一 ma (1) = m 遇 
= Ei dw!l dv 
从 而 1 区 二 | 下 | 一 m P| =m dn| 


下 面 求 f(7): 没 s(t) 为 时 刻 1 卫 明 走 过 的 是 长 ， 
则 再 =vo, 解 得 s(t)= wot， 


而 以 人 一 一 人 


路 f(D) = gcos [到 + asin (mY 
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VU = 学 = Dnsin (E+ wooos (2 
dv (2 (全 人 
dr 合 他 人 个 
中 Tn 
Ll | 二 
则 dz | 合 
从 而 
2 
re 
故 


Uo =w gd =Yv 9.81 X6378x10 一 9910 mys 
:7.9 kmls 
vo 的 这 个 值 通常 被 称 为 第 一 宇宙 速度 ,或 环绕 速度 , 当 物 体 具 有 
7.9kmyjs 的 速度 时 ,就 和 地 心 引 瑟 焉 衡 , 环 绕 地 球 运 行 ,不 再 落 回 


地 面 . 
203、 炮 弹 在 空中 的 运行 问题 


- 门 炮 以 600 米 / 秒 的 初始 速度 射出 一 发 炮弹 ,此 时 , 燃 口 向 

上 谨 们 30" 抽 . 

(2) 求 1: 守 0 时 的 位 置 向 基 . 

《Ba 炮弹 在 空气 中 停留 了 多 长 时 间 ? 

(c) 这 发 炮弹 飞行 了 多 远 ? 

(9) 这 发 炮弹 达到 多 高 ? 

(e) 从 炮 身 到 炮弹 的 着 陆 点 有 多 远 ? 

《六 这 发 雹 弹 着 地 时 的 速率 和 速度 向 量 是 和 多少 ? 这 里 我 们 息 
设想 口 放置 在 地 平 而 上 并 和 且 怨 赂 空气 阻力 . 

解 : (a) 纪 划 :个 物体 在 一 垂直 平面 上 运动 的 位 置 向 量 方 


得 为 
: 365 ， 
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fe)= -581 vt 
其 中 4 为 初始 速度 ,f 为 初始 位 置 ,g 为 重力 如 速度 . 而 这 里 ,mw ， 
300v3E 30 六 -0+0F 歼 


.FE 一 Sat + 300V34 + 300# 


= 300v 3 + (3001 - 3g) 
(5) 当 球 下 分 量 是 零 时 炮弹 落地 , 序 当 
300t - ya 0 时 落地 ,由 此 得 1 一 600/g 秒 ， 
(cc) 总 行程 为 
国 cs 
$= |， (时 dr, 其 中 S(z) 表 示 + 时刻 雹 弹 所 走路 程 .而 


3 


=v = |v (= |) 
= 1300¥3i + (300 -~ gr )j| 


Oi ye = 
于 是 S= | V270 000 + (300— gt) dz 


300- gt = v270000te 0 = 300Y3tg 8, 则 一 gdz = 
300v3 sec: 8d8, di = ( — 300 v3fg ) sec 8d98， 此 外 ， 
V270 0001 (300 二 wz = 300Y3gec 9. 


0 时 ,6=Ei 当 i=600g 时 ,0= 一 三 ,于 是 


EE 

6 » 

S = -一 |。 300V3(300V3)sec’ 6dg 
证 


7 工 
-270 000 [E20g0 =540 000 


mr 
sec” dg 
所 £ 区 | 


"SOD - 
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= 全 (lnlsee 0+ tg 0| + sec tg 0) 


=270 000 (ny3 1 子 )<“33.467(km) 


(az) 当 dyidi 二 0 时 达到 最 大 高 度 , 即 当 300 一 gy=0, 即 当 + 
=300/g 时 达到 最 大 商 度 ,yw 三 45 000/g==4587.2m. 

(e) 在 6001g 秒 里 了 的 zx 分 量 从 0 增加 到 (300v3)7x(6001F ) 
>:31.780. 7m==31. 7T8km 


(oe ) -V/ 270 000+ (300— g x gx 0y 
= 270 000 + 90 000 
=600 米 / 秘 速度 向 量 g 6 -300vV3 +(-300)7 


参考 文献 : [1], 下 册 ,p.176 一 177. 


204、 沿 什么 方向 电压 变化 最 快 


设 某 金属 板 上 电压 的 分 布 为 
V=50- x -4y 

Ca) 在 点 t1, -2) 处 , 洛 哪 个 方向 电压 开 高 得 最 快 ? 

《起 )》 沽 哪 个 方向 下 降 得 最 快 ? 

《cu 上 天 或 下 降 的 速率 各 是 密 少 ? 

(z) 沿 什 么 方向 电压 变化 得 最 慢 ? 

解 : 在 关于 枯 数 的 梯度 的 讨论 中 ,我 们 知道 ,函数 浓 贡 梯度 
的 六 同上 逢 最 快 , 沿 与 梯度 相反 的 方向 下 降 最 快 , 沿 上 与 梯度 壬 百 的 
方 癌 变化 最 慢 . 由 下 , 我 们 先 求 V 的 梯度 . 

grad vw oi +t vj = “271— By 
柱 点 (1 ,一 2) 处 ,gradw 二 一 27 167, 所 成 , 在 点 (1, 一 2) 处 ,有 
- 367 ， 
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(a) 沿 善 -27+ 167 的 方向 电压 升 高 得 最 快 ， 

(5p) 洒 戎 27 -167 的 方 册 也 压 下 降 得 最 快 . 

(c) 上 升 或 下 降 的 速 膏 部 是 v 22 + 163 = v260. 

(4 ) 因为 单位 向 其 + 27) 重 让 于 grady, 所 以 沿 此 
产 回 ,或 洛 此 相 友 的 方向 电压 变化 得 最 慢 . 

思考 题 : 茶 件 如 题 , 求 出 条 路 径 , 使 质点 从 (1, 一 2) 出 发 注 
痛 这 条 路 径 运 动 峙 ,所 压 灾 化 竺 最 快 . 

解 : 显然 ,所 求 路 径 疗 向 必 须 与 梯度 六 向 至. 着 设 质 点 运 
吉 的 路 秆 是 2) 二 让 几 二 yt 和, 则 亿 的 六 向 是 了 () = (i 
ty (C77. 为 了 使 这 个 方向 与 grad = 一 2 8 的 方向 权 辣 ， 
必须 有 

站 《和 二 


则 wr 
出 并 (0) 二 1,y(0) 一 一 2, 所 以 
xXx)=e ,y(t)= -20 ™ 
起 后 由 ee 0 {ee 恒 得 出 质点 运动 的 路 衬 为 
本 


参考 文献 : | 1 ,上 禹 ,pb.294 -295. 


205、 星 形 线 的 一 种 形成 方式 


- 轴 姑 ,剖面 如 图 .小 加 表示 沪 味 , 平 径 为 a. 大 辐 表 示 轴 比 ， 
半径 民 - 4a .在 理想 状态 下 ,大 赔 固 定 而 小 阅 林 大 圆 内 丰田 滚动 ， 
试用 大量 代数 方法 确证 小 同上 -点 MM 的 轨迹 . 

解 : 上 先 建立 党 标 系 ,再 依 题 进行 研究 . 好 图 205, 没 开始 时 点 
在 A 人 寻 ,夏天 国语 为 原点 ,O34 方 辣 为 ， 纯 让 疝 , 则 依 题 意 有 


” .30 ， 
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两 203 是 形 如 的 形成 


人 


BN = BA 
从 而 ,由 上 上 式 及 图 络 的 络 长 公式 有 
2 BOCOM=R:0 


其 由 8= BOA,R= da. 故 .ABCM = 489. 叉 作 CDAr 轴 , 则 
~ BCD= BOA=8, 从 而 


DCM=/ BCN-— /BCD=46— 0=30 


下 面 根据 矢量 代数 方法 ,矢量 按 基本 矢量 的 分 解 式 有 
OC = 3avos H+ 3asin 如 
CM = acos (— 30)i+asin { 30) 
二 acogs 3 信 一 sin 3 羡 
由 舌 量 加 法 并 用 三 角 公 式 3cos 日 + eos 36=4cos 8,3sin 0 ~ sin 38 
二 4sin 8 得 
OM = OC + OM 
= {acos 8 tacos 30)i + (3asin -asin 30)7 
=4acos 所 + 4asin 三 
一 民 eos 从 十 Rsitt 六 
" 3H :* 
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此 即 M 点 轨迹 的 矢量 方程 ,其 参数 方程 为 
r= Reos ,y= Rsin 8 


可 见 , Mf 点 的 轨迹 是 星 形 线 . 
思考 题 : 试 求 --- 条 曲线 ,使 庶 碍 线 上 任 一 点 处 的 切线 夹 在 
轴 y 轴 之 间 的 长 度 为 1.( 管 案 : 星 形 线 x 二 cos 9,y=sinm 9) 


参考 文献 : [60],p.4 一 5;[67] ,pb.133 一 136. 
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二 随机 变量 及 其 概率 分 布 

1. 随机 变量 和 分 布 汕 数 

没 随 机 述 验 的 样本 空间 为 避 如 上 的 实 秆 了 汲 数 庆 有 一 有 R 称 
作 随 机 变量 , 即 对 签 一 个 可 能 的 试验 结 具 (样本 点 }weQ2, 属 有 惟 
一 的 实数 Xeon) 与 之 对 应 , 则 称 A(wm}) 基 一 个 随机 变量 , 简 记 作 蕊 

是 数 


r(x}= PIXEx), -- oo Xi 二 oo 
称 必 随机 变量 XX 的 分 布 函 数 . 
分 布 帅 数 具有 下 述 性 质 : 
(1) OF(x)s 1, 一 党 <x<+o0; 


(2) F(x) 是 非 减 的 , 即 若 x 二 x 则 Fx) 所 F(x,); 
(3) .lim Flx}=0, lim F(x}= 1,; 
{4) F(x) 是 石 连续 的 , 即 对 于 每 一 个 实数 a， 
lim., F(x)= FH); 
{3) 半 落 在 区 间 (4, 5b] 内 的 概 闪 
Pia< Xabi= Fp) Fa); 
(6)} 让 落 在 点 a 丸 的 概率 
P{X=a}= F(a)— Fra—. 
2.， 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 
如 洲 随 村 变量 怀 具 能 取 到 有 旁 个 值 或 可 数 个 值 , 则 称 XX 是 离 
区 型 随机 变 景 . 
设 到 可 能 取 到 的 值 为 x,, x,,…, 这 里 x/, x;,… 可 以 是 有 穷 个 ， 
也 可 以 是 可 数 个 , 称 
一 天 二 二 Xe k 二 
为 二 的 分 布 律 . 


| 
2 
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离 肯 型 随机 登 避 盐 有 下 述 性 质 : 
ti 
(2) 2 = 起 对 所 有 的 上 {有 窗 个 或 可 数 个 } 求 科 ; 


(3) 弯 汪 实 数 集 员 的 子 焦 , 下 和 落 在 3 内 的 概率 
PiXes}=2 p,; 
(4) 分 布 羡 数 生 阶梯 状 ,在 每 一 个 x 处 的 跳 荆 高 度 为 p. 


习 二 可 能 取 介 有 穷 个 他 xs< 二 < 芝 时， 
0, XX) 


六 | 
下 十 十 XX EX 


1, Xx Xx. 


| 


当 才 可 能 捅 到 可 数 个 值 二 之 … 寺 ， 


0, XLXI, 
Bi: Xl 
Flx}= : 


PT "+p. NE 
3. 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 
如 浴 存 在 非 抽 可 积 函 数 f{x), 使 得 随机 变量 的 分 布 消 数 
ro)=| Tdr. 一 9 之 区 0， 
则 称 支 是 连续 型 随机 变 晶 , 称 1 (x) 性 的 指 帘 度 阔 数 ,简称 作 
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连续 型 随机 变星 具有 下 述 性 质 : 
(1) F(x} 0.; 


(2) | T(x)dx= 1; 


(3) 对 任意 的 4&<b， 
Plda<X<hl= Pla<Xebl=PasX<b= Pa Xb} 


-| fx) dx; 


(4) 分 布 函数 F(x) 在 (一 0, 十 oo) 上 连续 ; 
(3) 苛 f (x) 在 x 处 连续 , 则 "(x)= f(x) 

4， 常 网 的 概率 分 布 

{1) DD-1 分布 


分 布 律 为 
所 0 i 
P{X=x} ] 一 户 p 
其 中 0<p<1l. 


当 随 机 试验 具有 两 种 可 能 的 结果 时 ,可 以 用 服从 0-1 分布 的 
了 咕 机 变 表 来 描述 ， 

(2) 二 项 分 布 Bln, p) 

外 布 律 为 

PIX=kI=C pp (lp "*, k=0, 1,…,n, 

其 中 上 是 正 整 数 ,0< 吕 < 1 

设 伯 努 利 裕 型 在 每 次 试验 中 事件 4 发 生 的 概率 为 p, 记 六 为 
次 试验 中 二 发生 的 次 数 , 则 支 服从 Bln, 记 ). 

(3) 泊 失 (Poisson) 分 布 .x( 1) 


Mr” 
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此后 42> 0, 

泊 松 分 布 可 作为 描述 大 量 试 验 员 稀有 潮 件 出 现 次 数 的 概 准 分 
布 的 数学 模型 .例如 ,在 规定 长 麻 的 时 间隔 隔 内 ,电话 总 机 接 到 用 户 
呼唤 的 次 数 .在 车 站 候车 的 旅客 数 . 原子 赔 变 放射 出 的 粒 了 数 .数字 
遂 讯 中 的 误 码 数 以 及 大 批 时 产品 中 小 合 模 品 数 等 都 服从 注 松 分 
布 . 

(4) 超 厂 和 [分布 


分 布 律 为 
人 人 
P{X=ki= 人 k=max{0, n+ M—N},., min{M, n}, 
N 


其 中 名，N, 为 正 整 数 [ MM 所 NN nn 所 N. 

设 N 和 件 产品 中 有 三 件 次 品 , 从 中 任 了 到 于 人 忻 , 记 取出 的 人 忻 产 
品 中 的 了 深 辑 数 为 到 则 关 服 从 超 几 和 体 耸 布 ， 

(5) 的 全 分 布 

区 |9[a, 上 的 二 避让 布 , 共 密 度 图 数 为 

Pe a<x<b, 
f= 
0， 其 他 . 
(6) 指数 分 布 


密度 曲 数 为 
-1 xX > 0， 
A x0, 


其 中 4 二 0， 它 的 分 布 羡 数 次 
并 -| J xx 人， 
W710 x 0. 
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{7) 正 态 分 布 N(#, 5 ) 
密度 函数 为 
六 (rr) 生 交 四 0 一 本 -一 ceo<A 二 十 ce， 

其 中 已 为 常数 ,有 e>. 

n=0, 65= 1 前 正 志 分 布 mw0O，1 称 作 标 准 正 态 分 布 , 其 密度 国 
数 记 作 区 x}. 妈 

和 
开 


一 CC 十 So 


(x) 和 多 (x) 具 有 下 述 性 质 ， 
(1) 好 (是 偶 函 数 , 即 8 人 ~- x)= 


(2) 当 Y=0 时, B(x) 取 到 最 大 和 值 一 
[3) 有 | i 

(4) Bo— x)= Bx). 

正 态 分 布 愉 有 下 述 性 质 : 
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(1) 设 王 一 An 3) 4, 了 b 是 常数 H a 二 0, 则 

q+php 一 Nantbh. a'g’). 

特别 地 ， 
a 

是 
(人 2) 证 六 一 NU ai 一 WU 9), 起 XX 与 了 相 王 独立 , 则 
二 ~ Nt 07+o:). 
03) 设 革 一 NO oo ) 则 半 的 分 布 函 数 


Fo=el 二 “上 
全 


对 仁 音 的 站 二 二 
位 了 


根据 性 奈 (3) ,可 以 利用 标准 正 态 分 布 的 分 布 畏 数 表 给 出 什 意 正 
六 分 布 前 分布 阴 数值 及 有 关 的 概率 ， 

5. 随机 变量 史 数 的 分 布 

设 随 机 亚 量 志和 实力 数 gfx), 随 机 变量 的 明 数 了 =9( 人 人) 也 是 
随机 变量 ， | 

连 考 为 离散 型 随机 变量 时 , 谱 志 的 可 能 取 值 为 Xi， 各, 则 
1 也 是 离散 型 随机 变 基 , 可 能 最 到 的 值 为 g(xD，g(x2)…. 在 g(x) 
瑟 X) 下 可能 在 相同 的 值 .为 了 得 到 了 的 分 布 律 ;应 将 相同 的 值 全 
着 ,对 让 的 概 准 相 如 . 

讽 如 , 设 半 的 分 布 律 为 

x 一 ] 0 ] 
PIX=x} 01 0.4 0.5 

求 了 二 XX:+] 的 分 布 律 . 


所 一 】 0 1 
y= ] 之 ] 2 
.1 4 有 .5 
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注意 :到 当 x= 一 1 和 xx=1 时 对 应 的 ?三 2, 应 将 其 合并 ,帮工 的 分 布 


律 为 
| 1 | 2 


】 


和 
Ptr=- 首 | 04 06 


当 革 六 连续 理 障 机 变量 时 ,通常 可 先 由 半 的 密度 函数 (x) 计 
算出 了 的 分 布 明 数 


mo)=PloX)<y=| T(x}dx, 
可 | 宰 了 
再 对 玉 Q) 求 导 得 刘 工 的 密度 负数 . 
设 XX 的 密度 商 数 为 /00, g(x) 的 导数 9g'(x) 连续 且 人 恒 不 等 于 0， 
则 了 于 二 glX) 的 密度 因数 


OO a<y<h, 
1001 和 


共 峙 107 是 glx 的 及 函数 , fa. 六 是 hhO) 的 定 交 域 . 

特别 邢 . 了 =af+a (a 关 0} 的 密度 隐 数 为 

£0)= qo -co0<y<+oo. 

例 1 某 汽 车 经 过 的 路 上 有 4 个 变 叉 路 口 , 设 在 每 个 变 忆 路 口 
秤 到 红 籽 的 概率 都 是 p, 县 各 路 口 的 红绿灯 是 相互 独立 的 , 求 该 汽车 
储 止 前 进 时 ,已 通过 的 获 买 路 门 个 数 的 分 布 律 . 

般 ” 刘 汽车 停止 前 进 时 ,已 经 过 的 交 及 路 口 个 数 为 蕊 出 于 为 
离 局 型 随机 本 量 , 且 可 能 取 值 为 0， 1，2,， 3, 4. 当天 =0，1，2，3 时 ， 
事件 从 三 牌 表示 它 经 过 的 前 天 个 路 口才 是 绿灯 ,而 第 上 +T1 个 路 口 
为 红 向 -志和 独立 性 可 惫 ,PI 人 一 =Ppe 曾 事件 { 必 =4} 表 未 所 有 4 个 
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手 11 都 是 绿灯 ,于 十 PIX= 由 =g', 这 里 g=1~p. 填 是 ,站 的 分 布 律 如 
下 表 所 *. 


例 2 设 随 礼 变量 天 的 密度 了 果 数 为 
AvVI—x, |xlg1, 
-| 
0, 其 他 . 
求 ; 
(1) 请 数 1; 
(2) 于 的 分 布 胃 数 : 


四 
(3) Ps 了 | 


解 (1) 由 密度 冰 数 的 性 质 , Wf 定常 数 4. 


1 -| fo dx 


l 
=4| ye x 
一 


ma 


ee 
一 一 4| cost dt 


2 


寺 | (] +eos2rydr 
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TA4 
有 
得 
2 
半 二  - 
Tn 


(2) rey-Plx<=| ft) dt. 


xl, F0)=0; 
x1 时 ， 


“前 
roo=| 二 V1-P td 
| TT 
2 2 Te SITY 
| cosindu 
开 


1 ] 总 ] STILL 
一 一 | 十 sin24 | 
Tn 村 


a 
2 


3 arc sinx 十 又 十 sin2arcsina| 
3 


ER + 一 arcsinc+ 了 了 


当 x 时, F(O= 1. 于 是 ， 
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0, 忆 近 一 上， 
人 1 <&x<] 
Nx)= 二 v ] 一 产 元 it SX 本 和 

1 ， Xx 六]. 


(G3) 由 可 以 用 密度 是 数 , 也 可 以 用 分 布 范 数 求 Pilixl<4 \ 
此 然 已 六 出 了 分 布 函 数 , 当然 用 分 布 函 数 求 较为 方便 . 


1 ] 1 
和 
plix| | 中 ;| 


EE 
> 1 一 i 了 十 下 本 JI 一 二 + 二 arms 人 
v3 1 
= 二 一- . 
了 3 


例 3 设 随 机 变量 了 服从 (0,，5) 上 的 均 色 分 布 , 求 卢 程 
d+4dYx+{Y+2)=0 
在 实 根 的 概率 ， 
解 ” 本 题 所 给 关于 x 的 二 次 方程 中 , 一 次 项 的 系数 和 常数 项 均 
售 有 随机 变量 了 ,了 服从 (0, 5 上 的 南村 分 布 ,其 密度 函数 为 
Ls ， 站 < 
10-| l 
0. 


其 他 ， 
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二 病 廊 和 姓 有 实 根 当 旦 仅 当 判别 式 
16F— 16(Y + 2)>0, 

即 
(了 十 1 一 2 0. 

解 担 ,过 一 | 或 了 关 2 所 以 方程 有 实 相 的 概率 为 
PY Se—1l+PIT 2 


| 四 
一 十 ES 
0 | . 


例 4 由 某 机 剃 生产 的 螺 性 的 长 度 (erm 服 从 敌 数 只 = 10.05， 
0 二 0.06 的 企 坊 分 布 , 规 定 长 度 在 范围 10.05 士 0.12 内 为 合格 上 , 求 螺 
栓 的 次 品 率 . 
解 ” 设 螺 栓 的 长 度 为 Xem) 太 一 NO005 006) 则 二 二 as 
一 NO，DD)， | 于 一 10.05| 志 0.12 为 合格 ,于 是 次 品 率 为 
p=P{X-* 10.05|>0.12! 
=1— PIlX~—10.05|<0.12} 
XX— 10.05 
i | 
=] (2) -BP(— 2)) 
=1— (D0 1+ 
=2{1 一 到 (2 
碍 标准 正 杰 分 布 函 数 表 得 中 (=0.97725, 所 以 次 品 率 
p=2(1—0.97725)= 0.0455. 
例 5 设 随 机 变量 站 的 密度 函数 为 
| GxK 十 万， 0 < 
or 其 他 . 
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X 已 知 ,|X< 了 人 ix> 广 ，. 求 常数 a 和 和 b， 


解 ”用 密度 明 数 的 性 质 有 


1 | ae | ea dx=- 5 平原 


由 已 知 条 拍 Plx< a ;= 人 上 .有 


3 了 3 
P| x<3|- -Pj3> 计 -1- 相 Xx> 子 | 
3 2 
一 1 一 呈 芝 二 二 
3 
整理 后 得 到 
-1313 
| 
| 和 
| a 
Plx< 3 -| (ax+ bh) dx 18 十 3 b. 
十 十, 得 方程 给 
并 十 bp 二 1; 
1 本 
1 上 了 
> 
解 得 .4w= 了 ， 


例 6 设 随 机 变 最 六 一 N(4H,o), 求 了 =e” 的 分 布 密度 . 
解 ”的 分 布 并 数 GQ}=PlYy} 
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yO, .0)=0. 
Ty>0H, FN)=P{Y y= Pe' sy 
=P{¥ 人 lInv} (e* 严格 单调 增加 ) 


mb 
-| F(x) dx. 


出言 污浊 数 积分 求 蛙 公式 可 得 了 的 密度 沿 数 起 >0 时 ) 


1 1 
3 nn) 


EE 
OI=Any) . es | 
Nr, 


1 


例 7 设 广 的 概率 分 布 为 PA 2 “未 


Ysin ( 到 对 的 概率 分 布 


解 ” ”由 于 二 取 正 束 数 值 , 所 以 村 取 值 为 了 的 正 整数 借 , 因 


而 y=sin { 于 XX) 只 能 取 一 1, 0 ,1 三 个 入 


= 一 1 当 且 仪 当 关 =3+ 村 ”i=0, 1, 2,…， 于 是 


= | ] ] 2 
PS PO ] -1s 
一 
了 ==0 当月 仙 当 计 =21 一 1，2，…， 于 是 

二 | l 1 ] 

y=0i=p PRX-2il=Y =。 一 

Pt ! 2 . 人 27 4 1 了 了 

+ 
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Y= 二 1 当 且 瓜 当 六 =] 二 4， i=0, 1 2，…， 于 是 


I 
nse 2 
[=D 


综 上 所 述 , 了 的 分 布 律 如 上 表 记 7h， 


例 8 设 每 人 每 深 打 电话 的 时 间 (分 钟 ] 服 从 4X4=1 的 此 
煞 分 布 , 试 求 在 800 大 演 电 话 中 有 3 钦 或 3 次 以 了 上 超过 6 分 钟 的 
概 棠 ， 

解 ” 设 每 人 打 中 话 的 时 间 为 生 则 状 版 从 1= 1 的 指数 分 布 , 其 
密度 函数 为 

全 x 六 们 
r=|o x<0. 
村 是 ,每 次 超过 6 分 钟 的 概率 
p=Pex>g=| edx=e TO.0025 

说 800 人 次 中 超过 分 钟 的 次 数 为 了 则 工 一 有 (800， 站 其 中 
PP 一 0.00235, 由 十 n=800 很 大 ,p==0.0025 很 小 ,因而 可以 用 泊 松 定理 
计算 所 求 概 率 ,4=np=800x00025=2 


机 1 
PIY>3)=1P{Y<2)=1- I er 


= 仙 
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三 站 A i A 一 平 
一 1] -(e 十 5 Le 十 3 心 ) 


, 2 
-ef 2 于 )~1-0.135x 5=0.325 


习 题 二 

1. 设 某 射 手 每 次 射击 击 中 由 标的 概率 为 0.8, 现在 连续 射 30 
次 , 试 求 击 中 日 标的 次 数 考 的 分 布 律 . 

2.， 将 一 里 人 艇 子 连 毛 两 次 , 求 所 得 点 数 之 和 的 分 布 律 . 

3 抛 失 一 核 奢 币 , 直 到 出 现 * 正 面 朝 上 ?时 为 正 , 求 抛 氨 次 数 的 
分 布 律 . 

4. 设 随机 变量 半 服 从 泊 松 分 布 , 且 已 知 PIX=11=P{X=2}, 阔 
P{ 瑟 一 4)}， 

5， 设 有 同类 型 的 设备 300 台 , 各 人 台 工 作 是 相互 独立 的 ,各 人 台 发 
生 故 障 的 概率 都 是 0.01. 一 台 设 备 的 故障 可 出 -- 个 工人 及 时 处 理 . 问 
至 少 要 配备 老少 工人 , 才能 保证 当 设 备 发 牛 故 障 时 ,不 能 及 时 维修 
的 概率 小 于 0.013 

6 一 袋 中 和 此 有 5 个 乒乓 球 , 风 号 分 别 为 1 2 3, 4, 5. 从 中 和 任意 
地 取 3 个 ,以 考 表 直 取 出 的 3 了 个 球 中 的 最 大 号 码 , 瑟 二 支 的 分 布 律 
刊 沙 布 曙 数 . 

7， 隐 机 变量 的 密度 函数 为 


C 
CE J 
0. 其 他 . 
求 
(1 常数 忆 ， 
从 ) 到 的 分 布 图 数 ; 
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(3) X 落 人 区 间 { 一 二， 并 ) 内 的 机 率 ， 
本 2 


8， 谤 陪 机 变 挝 名 一 Nn 0% 其 中 屿 二 1, 二 0.6， 求 : 
(1) PIX>0; 

2) PIO2 < A118. 

9 已 逢 阶 机 雇 有 最 半 的 分 布 律 如 下 表 所 小 ， 


求 了 = 的 分 布 律 . 
10， 设 工 服 从 (10 zt 上 上 的 均 和 分布, 阔 了 =sinX 的 报 率 黎庶 . 


11. 设 lag 一 N({], 27)， RP| 了 <x<2| 
12， 测 量 球 的 直径 并 计算 球 的 体积 , 设 再 径 的 测量 展 服从 [ae， 可 
上 的 均匀 分 布 , 求 体积 的 计算 值 的 柏 率 密度 . 
13. 点 随机 地 甘 在 以 原点 为 中 心 ; 半 各 为 中 的 加 周 上 ,并 有 
对 引 长 是 区 年 分 布 的 . 求 落 扎 的 横 尘 标的 彼 率 密度 . 
14， 设 随机 变量 天 的 密度 男 数 为 
| Acosx. ix | 圭 
: -1 其 地. 
求 : 
(1) 带 数 4; 


(2) Pisinxl< = ， 


300 
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15.， 设 三 的 分 布 国 效 为 


Fx)=AtBarctexX, 一 5 十 SC. 


求 : 
(1) 党 数 4 和 上 B: 
QQ) 六 的 密度 国 数 ， 
(3) PP 六 所] 
158， 设 随机 变星 症 版 礁 (0, 了 区 间 上 的 均匀 分 布 , 米 了 = 一 2InX 
的 密 | 疙 时 数 . 
17， 设 夸 机 变量 无 的 密度 遇 数 为 
a 村 二 式 忆 了 ， 
ho-| - 
0， 其他， 
已 知 PAX Za}= 少 ,或 a 
18. 设 随 机 变量 的 分 布 虹 数 为 
屿 ， 一 ]， 
Atx+ 1), 1] 入 x 万 0， 


了 (一 
Blx+ ] 0&x<1, 


1， x 之 1. 


已 知 寺 为 连续 型 随机 变量 , 求 : 
{1) 常数 4A4, 8B， 
(2) 匡 的 密度 负数 ， 
| 19， 某 工 上 生产 的 星象 管 的 者 命 X{ 单 位 : 小时) 服从 NU) 
直路 二 18000. 若 慨 玉 显 象 管 的 寿命 不 低 十 15000 小 时 的 概率 全 少 
为 0.99, 企 许 9 最 大 为 密 少 ? 
20， 设 FQ 为 随机 案 是 互 的 分 布 图 数 .已 知 Fw) 连续 且 严 格 单 
| 湖 , 令 语 = FO 证 明 阅 服从 C0, 区间 上 的 均匀 分 布 . 
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三 ”二 维 随机 灾 量 及 其 概率 分 布 

I 二 绰 随 机 变量 的 联合 分 布 加 数 和 这 妖 分 市 加 元 

设 随机 试验 的 样本 空间 为 中 ,三 和 了 是 定 久 在 中 上 的 两 个 随机 
变 基 , 称 向 量 ( 王 ， 玉 为 一 维 随 机 变 此 . 

二 元 羡 数 

FL =AXSY 1 rT). 一 bo XA, p+ or 
称 作 (， 了 的 分 布 为数 , 己 丰 和 三 的 联 侣 分 布 函 数 ， 

分 量 考 的 概率 分 布 称 作 { 瑟 下 关于 天 的 过 缘分 布 , 关 于 考 的 过 

缘分 布 臣 数 为 
FAXxX)= x, + oo )， 一 5 二 着 二 十 O50， 

分 上 了 的 慨 率 分 布 称 作 (X,， 了 关于 了 的 边缘 分布 .关于 了 的 边 

缘分 布 困 要 为 

FO)= N+ co , }), 一 ce < 二 十 经 
这 里 Flx, 二 20) 和 F+ co， 7) 分 别 是 Lim F(x, 和 
lim, Flx, 7) 的 简 i. 

联合 分 布 图 数 具 有 有 沾 述 性 项: 

(] ) O& Fx, y)e1. 

(2) Fx, 站) 计 x 和 yy 分 曾 是 单调 不 减 的 ,有 即 对 任意 的 yy 地 
XX 村 任意 的 x， 车 妆 二 yy, 加 (x,y) 
SPF{x. yp,). 

(3) Fx, yy) 对 x 和 yy 分别 是 石 连续 的 , 即 对 任意 x, y， 

Tim, Fla, »)= F(x, 3»), 


lim, Fx, 5)= F(x, y). 


(4) 对 任意 的 7， lim F(x, })=0; 
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对 任意 的 x， lim F(x, y)=0; 


一 已 吧 


、 Lim Fx, 人 一 总 ; 
jim Fx, ¥)=1. 


2. 二 锥 高 散 型 随机 变量 
如 虹 一 维 随 补 变 晶 {X， 了 让 耻 能 取 到 有 窃 对 簿 或 可 数 对 值 , 则 称 
CA. 站 是 高 向 型 的 . 设 ( 无 人 站 的 可 能 取信 为 (x%, $9) ,i,j 二 2 则 
地 PIX=x,, Y=y}=p, i ll Dm 
称 作 {和 的 分 布 律 ,或 和 7 的 联合 分 布 律 . 
当 (X, 门 想 二 维 离散 型 随机 变量 时 , XxX 和 YY 都 是 离散 型 随机 详 
显 .关于 支 的 过 缘分 布 律 为 
有 [下 一 X] 一 人 用 全 中 1 
关于 了 工 的 边缘 分 布 符 为 
Pi 
这 里 “和 2" 表示 “定义 为 或“ 记 作 "”. 
联合 分 布 律 具有 下 述 性 上 质 ; 
(Ds 


(2) Sip=1. 


3， 二 维 连 续 型 随机 变量 
杂 昌 存在 非 负 可 积 函 数 flx, 让, 使 得 (人 了 的 分 布 渗 数 


Flx, »=| | iD 一 oo XxX, T+ 2， 


则 称 (X， 了 站 是 二 维 连 续 型 随 补 变量 , 函数 fx, 3)) 称 作 (X, 了 ) 的 概率 
帘 度 函数 , 域 站 和 和 了 的 联合 慨 率 密度 淖 数 . 
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联 侣 概率 密度 二 数 有 具有 下 述 姓 质 : 
(1 Fx, 0; 
【21 | | Fx. YHxdy= 1: 
3) 若 站 (x, 站 在 点 4， 中 连 半 , 则 
px, y) 
Ox oF 


(4) (AX,， 了) 落 人 入 平 而 区 域 D 内 的 概率 
PI{X, YeD}= | Fx, yydxdy. 


[a 
对 丁 .… 维 连续 型 随机 变量 (A，1) ,关于 着 的 边 巡 分布 沼 数 为 


Po=| | fH, Ddy lds, 一 ce XT 二 oo 


近 婉 央 率 密度 响 数 为 

Ato-| ye yydy. 一 oo <xi+or 
关于 了 的 边 绿 邹 布 辣 数 为 

no=| | we Dax | -ceo<y<+oo 
边 织 概率 窒 度 菠 数 为 


0)=| f(x. yjdx, — oAyT+ oo0. 
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4， 随 机 变量 的 独立 性 
设 证 和 了 是 两 个 随机 儒 星 ,联合 分 布 昭 数 为 fx, 由 ,过 缘分 布 昂 
狐 分 期 汶 Fx(x) 和 FG(Y)， 如 尼 
Flx, 1)= FF OP -aXx, y<+ ooo, 
RB 对 盾 意 的 x 和 相 + 事 件 { 下 二 x 和 {了 和 yj 相互 独 开 , 则 称 革 与 站 相 
于 各 训 
对 - 议 散 型 随机 变量 ,与 Y》 相 吉 独 立 当 且 促 当 对 所 有 的 i,j 
nh = hy py, 
对 于 连续 型 随机 变星 , 若 联 合 概 率 密度 x, 门 和 过 乡 概 率 密 度 
fx {7) 和 连续, 则 站 与 了 相 旦 独 和 当 且 移 当 对 所 有 的 x, 3 
Tx, = fyCof yy). 
实际 虐 , 当 #00 和 记 07) 至 多 有 有 鹤 个 间断 点 , flx, 四) 至 多 在 有 穷 牺 
莉 线 上 上 不 连续 是 , 兵 要 求 上 式 在 所 和 连续 点 成 立 . 
5， 常见 的 二 维 概率 分 布 
(1) 均 争 分 布 
有 漠 平 面 区 域 D 上 的 均 信 分 布 的 密度 明 数 为 


| 
有 | Br (x, pIED, 
0 ， 其他. 


其 中 JD| 是 也 的 面积 . 
(2) 二 维 正 楚 分 布 NO, pj, oi, oi, p) 


3 1 2 i 
1 = | ey GR el | 
3 


(x. y) 二 Dnaoon/ lp | TI 


县 中 Ab 0 均 为 第 数量 o>0, og,>0, 1pl<<1 
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若 (X,Y 了) ~ NOn, pg 9, 0 Pp), 则 

(1) 三 一 AU o), FF ~ Nn, 07); 

(2) 故 与 于 相 互 独立 当 且 和信 当 产 =0. 

6 二 元 随机 变量 函数 的 分 布 

和 一 元 时 的 情 沉 类 人 入 ,已 讨 |(X， 了 1) 的 密度 区 数 了 (x，y), 求 


Z=yl(AX， 7) 的 密度 冰 数 的 基本 做 法 如 下 : 先 求 Z 的 分 布 函 数 


Fz(2}= Plg(X, nD<a=|| x, ydxdy 


和 


然后 对 F(z) 求 守 得 到 2Z 的 密度 函数 ， 


和 的 分 布 设 六 和 了 的 联合 密度 洋 数 为 F(x, y), 则 2Z=XX+ 丫 


的 密谋 隐 数 为 


po=| (2= wey= | f(x EX) 


当 入 和 说 相 往 独 卫 时 , 设 症 和 了 的 密度 函数 分 别 为 六 (x) 和 和 09)， 
则 它们 的 联合 密度 明 数 Fr =fy(x)fi0). 十 是 有 下 述 卷 积 公民 : 


.jz 一 | fx ydy= | frtxYy(z— xX)dx 


7.， 条件 分 布 

(1) 二 维 离 散 型 随机 变 明 的 和 菜 件 分 布 

说 { 半 ， 门 是 二 维 风 散 型 区 机 变量 ,其 分 布 律 为 
PIX=%,, 1=y})=p 


i> 


i, j=1, 2,.…. 
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关于 三 和 和 王 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


Pi 全 = xx 一 下， 一 之 六， 1 2 
4 


RT 一 之 p;, JE 


对 于 国定 的 j, 阁 p.;>0, 则 称 


PM ，。 


为 在 苯 件 了 =y, 下 随机 变量 半 的 条 件 分 布 律 ， 
同样 ,对 于 固定 的 i 车 p..>0. 则 称 
p, | 
mye = =], 2… ， 
ey y 总. 
为 在 条 件 支 =x 让 随机 变量 子 的 条 件 分 布 律 . 
(2) 一 维和 连续 型 随机 变量 的 牺 件 分 布 
设 二 维 随 机 变量 (XX, 站 ,对 任意 的 >0, Ply~ce<Y&y+e!l>0. 
若 极 恨 
lim, PiXex| Fy-—-E<YEy+e 


存在 , 则 称 此 极限 鸭 在 条 件 了 =y 下 着 的 条 件 分 布 冰 数 ,iu 作 
PIXExIY=y} 或 Fa lx), 妈 


Fyvrix|y) = lm, PI 入 XIy 一 E 雪 和 过 十 E} 


类 似 可 定 © 余 在 条 件 X=x 下 了 的 条 件 分 布 函 数 P{Y 志 y=x1， 
或 记 作 [fy wx) 

设 一 维和 连续 型 障 机 变量 (*， 门 的 密度 函数 (x, 3y) 连续 , 若 边 
绿 饼 度 国 数 六 0 在 避 ? 钼 连续 , 生 广 G3)>>0, 则 在 条 件 Y=yFX 
人 的 条 件 分 布 函 数 
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| J du, 一 0 二 oo 
和 茶 忻 分 布 湛江 为 


有 a 


Fy i 一 oY +oo. 


并 过 毕 窗 遮 耳 数 庆 tx) 主 虚 x 姓 闫 续 , 且 六 (x)>0, 则 在 条 和 件 
X=x 下 了 了 汐 菜 件 分 布 照 数 


1', :049=| Ty dr, 一 oo 二 十 2 
和 茶 件 分 布 密度 为 
RS、 一 De 二 十， 


例 上 | 现 有 两 个 [中签 ,和 丛 个 门 代 中 装 有 廿 个 红 球 科 琴 个 绿 球 . 先 
, 一 个 万 侈 中 任 取 两 球 族 和 第 二 个 口 然 中 , 再 从 第 二 个 口袋 中 任 

2 球 , 将 两 次 取 到 的 红 球 数 分 别 记 为 半生 , 求 : 

(1) 和 的 分 布 律 ( 旨 下 与 的 联合 分 布 委 ); 

(2) 于 与 工 的 过 缘分 丰 律 ; 

(3) 浏 嘲 区 与 生 是 后 独 这 ; 

(4) PIX21} , PIYT22}, PIX>0.T>1} ， 

解 ” (1) 易 知 ,站 ,了 的 可 能 取 值 均 为 0.1. 2. 由 飞 法 公式 得 


PIg=1, Y= = Ps PY=NX= 


3 Ce 了 和 = 由, 1. + 
C1 C1 ,J We 
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计算 鱼 昌 如 下 表 中 则 3 了 行 3 列 所 心 ， 


] 
了 人 0 2 Pt 一 0, Fe) P Fe 


2 ,当代 地 ,得 Pp. = 4 二 人 计算 结果 在 上 表 中 Pi. 所 
对 应 的 列 上 .p., 所 对 应 的 行 


给 出 了 了 的 边 绿 分 布 律 ， 
6 ] | 


(3) 一 90 ee G0 一 .> Pn ; 姑 存 在 1,j， 使 得 


太太 证 写本 独 并 . 


0 | 1 4 
十 | 全 ,十 人 
(4) P{X1}= pl.+ Pp, 6 6 5 
19 
六 六 匀 rr: i i 
Pan 


P{X>0,T1)= pt Pst pat py 


g0 90 90 0 90 45 
例 2 设 二 维 随 机 变 虽 (XX, 了 的 密度 阴 数 汶 
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Le xX>0, 0, 


/C=1 其 他 ， 


(1 沉 数 记 ; 

2) 过 缘分 布 密度 fx), fp); 
(G3) (X, 了 ) 的 联 闻 分布 函 数 Fx,y); 
(4) 讨论 着 与 了 的 独立 性 : 

(5) PIlO<XE1l, 0<Y&2). 

解 ”(1) 由 密度 天 数 的 性 质 求 C . 


| -| | Tx, dxdr 


一 


oo nm 二 

二 | | e sxdy 
由 0 
+35 


十 2 
一 | edx | e dh 
t} 由 


人 


12 


i, C=12., 
OAeo=| xdD 


当 六 0 时， F(x) =0: 
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当 汪 时 ， 
a 十 <. 


Sie 三 | 12e-0+4 dy— 3e-* 
用 


所 以 ， 
ER 入 >; 
JOT , x (0. 
类 代 叮 求 出 
i 4c 2, v0: 
方 0)= | ， ws 
其 以 上 绪 炒 可 看 出 ,天 与 工分 别 服从 参数 为 3 和 4 的 指数 分 
(3) 由 联 人 台 密 度 曙 数 , 求 联合 分 布 函 数 . 
当 x 所 0 或 yy 二 0 时, T(x,y) = 0: 
当 x>0 有 Hy>0 时 ， 
F(xy)=P{XEx, Fey 


J 


-| | fu,v dude 
Fe 
= | | “thdydrs 
i 
-|。 -和 |: 4 和 dp 
d Lh 


=(1—e Ml —e *»), 
所 以 


一 水 
FG)={ 0 e 一 站 Ty, XxX, p>0; 


其 他 ， 
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(4) 不 难 驻 证 
了 
所 以 王 与 了 相互 独立 . 
(5) 由 于 (TI) 的 联 人 台 人 分布 国 数 已 求 册 ,所 以 用 分 布 函 数 求 
PIO<XSIO0<TS2) 更 方便 ， 
PIO<NEI,O0<YE2) 
= FU 2 一 POLO FOO2)+ FO0.0) 
一 (一 ce IT 一 es) 
若 用 密度 函数 求 应 为 


PIO<IEl,D0<YTE2 


-| 2e orwady=12| oe dy=(l ~—e Ml—e- *) 


DO< x | 
Dey 
例 3 设 二 维 随 机 变量 (, 和 的 密度 国 数 为 
1 | SR 2 
fee- 0 0 
0, 其 他 . 


(1) 求 甘于 在 和 工 的 边缘 密 诬 ; 

(2)] 判断 王 与 了 是 再 独 立 ; 

(3) 求 ls 

解 (]) 当 x<0 或 x>1 时 , f(x)=0: 
当 0 和 x 人 1 时 ， 


大 CD 一 | fx, Vdy 


+ 


7 
-eo) oa 
所 以 
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他 
下 中 | 
ALCO= | 3 
其 他 ， 
世人 得 可 六 出 
] | 
. mr jy 
Hoo=| 3 6 
0 其 他 


(2) 注意 刘 


所 以 关 与 了 不独 这 ， 
3) PIX+Y>1) 


= | Jocyjdxdy 


t+ y¥| 
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例 4 在 一 简单 电路 中 ,两 电阻 只 和 民 ; 中 联 联 接 . 设 员 与 只， 
机 互 独 开 ,它们 的 密 旭 孙 数 分 别 为 
10—r, 


hy=| 50 | 0 
0. 其 他 . 
J 0 ri 1; 
futr3) = | 
0, 其 他 . 


求 总 电 限 尺 = 丸 | 土 只 的 密度 葬 数 ， 
解 ” 由 于 具 | 与 上 独立 ,因而 可 以 直接 用 和 的 卷 积 公式 求 R 的 
密度 函数 ， 


ho=| hr—ra)* nlradr, 


对 二 了 上 述 积分 关键 是 根据 只 与 及 :的 密度 函数 定 出 积分 限 . 要 使 被 
可 吗 数 非 由 要求 
Or—ry<10, r—10<r,<r, 
Us ss ， 
行 
maxlr— D0, Dl <r, <minfr, 10! 
当 和 <r 过 10 时 ,0 玉 户 去 六 


本 10~{r— rr) i ~—r, 
Ho= | 50 50 由" 


"mF 
1 3 
一 一 -一 100 10 二 + rr;— rs 。 
3500 | rir rs)dr, 


] 1 ; 1 " 
] 一 10 7 十 一 站 ， 
3500 | J0 rr 了 73 本 中 
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1 9 
二 一 一 一 一 如 00x- 十 
T5000 [600r 一 60r 十 天] 


当 10<r 科 20 时 .一 10 坟 疡 芯 10， 


1u 
和 一 他 一 六 10 一 Fr 


=- (so00- 1200r+60P 一 六 ) 


13S00 
综 | 所 述 , 得 
Tm (800r— 60r*+r )， <rL0; 
jrtr) = i {8000— 1200r+60r -ri), 10 一 过 20; 
0, 其 他 、 


例 5 设 某 种 电子 管 的 寿命 {以 小 时 计 } 近 似 服 从 NI160，203， 
随机 地 抽取 4 上 , 求 其 中 没有 一 只 寿命 小 于 180 小 时 的 概 妾 . 
解法 一 : 设 4 内 的 寿命 分 别 为 症 ， 天,， 计 ,， 玉 ,并 设 了 = minf 
匡 ;,， 训 ,， 训 ,十 是 所 求 托 案 为 
PIY 180}= P{min( XI, XX, X180} 
二 PIX>180， XX 人 180， 针 守 180,， 革 人 宇 1801 
-Trtx,>180) ( 革 ,， 半 ,， 芋 |， 姜 相互 独立 ) 


-If — PIX,<180)) 


2( 5) | 


= D1)=(1 ~ 0.8413} 
=0. ge 6343 x IO 
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解法 二 : 设 电子 管 的 寿命 为 二 小时 ,4= “电子 管 的 寿 介 小 于 180 
小 时 ", 则 于 一 NII60，202， 
p=— RA}— PIXE1S0] 


党 | 六 Dl)=0.8413 


随机 地 抽 玻 站 只 ,相当 于 做 4 深 扫 努 利 试 验 . 没 有 一 具 的 寿命 小 
于 180 ,说明 4 次 试验 中 4 均 漫 发 生 , 由 二 项 概率 公式 得 所 
求 概率 为 
Cp — p={1—0.8413)=0.6343 x 107: 
例 6 质点 从 原点 出 发 沿 了 X 轴 向 右 移 动 . 步 长 是 随机 变 芷 ,上 县 
从 [0， 了 车 上 的 均匀 分 布 , 且 各 纱 的 步 长 是 相互 独立 的 . 
求 : 
(1) 恰 走 两 步 走 出 [9,1] 区 间 的 概率 ; 
(2) 恰 走 三 步 走出 [0，]] 区 间 的 概率 . 
解 ” 设 第 一 ,一 ,三 步 的 步 长 分 别 为 症 ， 了 ，Z, 它们 相互 独 并 ,十 
都 版 其 四， 1 上 的 均匀 分 布 ， 
(1) 恰好 两 步 走 出 [0，1] 当 开 居 当 误 <1 日 二 了 宕 1. 由 于 下 
与 三 相互 独立 ,所 以 大 与 了 的 联合 密度 为 
. Ts Dx yl; 
A »={0 其 他 . 
于 是 恰好 两 步 走出 [0, 1] 区 间 的 概率 为 


PIX <1, x+¥>1= | ydxdy 
DD 


其 中 中 出 x+y=1, x==1, y==1 所 围 成 .在 PD 上 了 (fx, 站 = 所 以 


1 1 
ih (x, ydxdy = | | dydx= 上 上 
- 站 ll 一 2 


(2) 恰好 三 步 走 出 [0, 1] 区 间 当 县 和 仅 当 <1 H+ 了 <1 有 是 
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1 下 了 , 世 的 联合 密度 为 
| | Ox y, ZE |; 
fx, FP an 寺 季 . 
所 求 概率 为 


PixX<l. K+tY<i, X+Y+Z2H 


larl—xrn! ] 
-| | dzdYydx= 
U0 | 一 [< 十 二 


上 不 湛 , 让 十 被 积 函 数 为 常数 1, 所 以 (0), 全) 中 的 概率 均 可 用 几 
何 网 形 的 而 积 利 蛋 税 来 计算 . 


习 题 三 
1. 已 知 二 维 随 机 迹 量 (X,， 了 ) 服 从 区 域 D={(x, y)| a 二 x 所， 
cy 人 Ed 上 的 均匀 分 布 , 关 马 了 的 联合 密度 和 边缘 密度 ,并 判断 天 
与 了 是否 独 立 . 
2 二 维 随机 计量 的 密度 范 数 为 
TR 2 1 2. 
f(x, 站 -人 0 


其 地. 
求 : 
(1) 常数 CC; 
(22) (XX， 了 门 落 人 图 ty 六 (0<r<R) 内 的 概率 ， 
3， 设 (XX 了 的 密度 孟 数 为 
Asintx + yp), 和 地 ， 生生 了 去 本 1 
je | 
0， 其 他 . 
求 : 


(2) 关于 苇 和 了 Y 了 的 边 绿 密度 ; 
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四 随机 变量 的 数字 特征 

1 数 守 期 望 

(1) 征 区 

设 岗 散 岂 随机 变 些 专 的 分 布 律 为 
PI ks 


如 时 级 数 > 绝对 收 筑 , 则 称 该 级 数 为 二 的 数学 期 望 , 记 作 EX. 
uo EX=) xp, 

设 连 续 型 随机 变量 羡 的 密度 明 数 为 f(x)， 如 上 内 积分 
[_wea 绝对 收 人 和合, 则 称 该 程 分 汐 苇 的 数学 期 望 , 记 作 EX 即 


十 se 


sx-| x dx 


将 将 期 望 可 简称 作 其 望 或 均值 .数学 期 望 反映 了 随 本 变量 可 能 取 到 
计 值 的 平 圭 但 ， 
(2) 随机 变 明 了 滑 数 的 数学 期 痕 公 式 
这 了 二 gtX)， 当 六 是 离散 型 竺 机 变量 时 ,六 的 分 布 律 为 
人 
若 级 数 2.g(xi)p; 绝对 收 伍 , 则 
EY= FA(X)]= 2 9 
当 无 是 连续 多 随机 变量 时 , 基 的 密 庆 图 数 为 f(x). 若 积分 


| gCOf Odx 绝对 收敛 , 则 


£1=Ely(X)= | XXIAN 
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一 元 随 机 杰 量 畏 数 的 数学 期 许 有 类 似 的 计算 会 式 . 设 一 维 离散 
型 随机 弯 基 (中 的 分 布 律 为 PIX=%, Y=y} = 二 Py ij 三 1 2 则 


Elg(X, I]=2 2 9%,, yp 
没 二 维 连续 型 随机 守 量 (XX 外 的 密度 为 f(x, 月, 则 


十 3 


Fla Y) | | glx, Flx, ydxdy 


这 时 假设 等 式 右 端的 级 数 或 无 穷 积分 绝对 收 钱 . 
{3) 数学 期 望 的 性 质 
QQ EO) 寺 CC, 夫 中 忆 是 常数 ; 
Qi) ECX)=kEX, 此 中 上 是 常数 ; 
{ii) EC(X+ Y= EX+EY.: 
{iv) 若 壮 , 工 相 站 独立 , 则 E(XYY= EX +: EY; 
(v》 [ECXTNPE ECXIECYY. 
2， 闻 差 
车 E[(- 避 存在 , 则 称 它 为 站 的 方差 , 记 作 DX， 即 
DX= EN(X— ED 
称 DX 为 六 的 标准 差 ， 
当世 是 离散 型 随机 变 作 时 ， 


DA=2, (cx 一 EX}’P, 
当天 是 连续 型 随机 赛 量 导 ， 


十 Ge 


px=| (x — EX Ax)dx 


方 起 DX 尺 上 映 了 随机 变量 瑟 取 秆 分 散 的 程度 ，DX 越 小 ,XX 的 取 
但 起 集中 ;DX 越 天 ,六 的 联 们 越 分 散 ， 
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方差 具有 下 述 性 质 : 
(i) DX 0; 
fi D(CO}=0, 共 中 已 是 常数 : 
(i DXAD)= KDX,. 其 中 天 是 常数 ; 
fiv) 行 吉 ,于 相互 独立 , 则 厅 ( 下 十 科 = 一 号 在 十 也 王 
(Vv) DX=0 的 充分 必 昌 菏 件 是 PIX=C=1 共 中 尼 是 一 个 
贡 数 ， 
(vi DX= E(XI— (EAN: 
在 多 数 情 滴 下 ,利用 公式 (vij 计 算 方 蔡 要 简便 一 些 ， 
根据 期 绒 和 和 方差 的 手 质 , 设 了 =aX+b, 旭 
EY=aEX+b, DY= a:DX. 
常见 分 布 的 期 班 人 科 方 基 见 表 3-1. 
3. 协 方 差 和 相关 系数 
设 (X， 耻 是 二 维 随机 变量 , 疹 5E[(X 一 EX)(Y 一 E 了 DD) 存在, 则 
把 它 称 作 下 和 工 的 志方 差 , 记 作 cov( 下 ， 邵 
covt&, T= EIX— EMMY— EY] 
茶 3-1 常见 分 布 的 期 望 和 方差 


0 一 1 分 布 


一 项 分 布 Bn, 及 Alp 

泊 松 分 布 2( 和 1 

超 几 何 分 布 2 ea 
[a, 臣 上 均 各 分 布 万 {ath)} {bh—ay 
指数 分 布 元 

正 坊 分 布 N(n,o7) 有 or 
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及 若 DX0. DY0, 则 称 
cov(A, 7 
Pe VDX -VDr 
为 到 和 刑 王 的 相关 系数 . 
coOvf， 半 可 记 作 9..， 字 然 , DX=0,,, DY=0,). 
拱 括 了 机 变量 蚂 数 的 数学 期 望 的 计算 公式 ,对 于 二 维 离 散 型 随 
机 流明 (和 1)， 
covtX. DD)=2 oC ~ EDO,- EY)p, 


对 二 维 连 经 型 随机 灾 量 {X， 站)， 


cov(X, D=| | -MO 一 Er wdxdy 


协 方 震 科 相 大 条 数 其 有 下 述 性 质 : 

(0) covti, T=ecovtY, XY): 

(i) cov(a E+ by, mT +h,)= amcov(aX, YF); 

Qn) coviO Fi, DY)=ecovti, D+cowd,, DD; 

KLV covia, T= ECAT]— EX" bY, 

ty) 符 二 与 开 相 王 猩 了, 刚 cov{X, 了 =0; 

(Vi) D(A YY)= DCX)+D(Y}E ?covtX, YF): 

(vii) leovta, I EDXE DY, 

【vi Ipsyl 人 1; 

{ix) lpy=1 当 月 仅 当 到 与 上 概率 为 1 地 线性 相关 ,了 即 存 在 
贡 数 4 和 ,二 a 闫 0, 使得 PIY=aX+bl=1, 

相关 系数 pw 到 画 了 到 和 宇 之 轩 的 线性 相关 程度 , 当 px 二 0 时 ， 
称 支 与 二 不 相关 .由 性 质 (vw), 若 玉 与 二 相互 独立 , 则 三 与 了 不 相 洋 . 
人 及 之 不 一 定 威 立 ， 

当 半 与 下 焊 下 独立 四 ,由 性 质 人 和 fi 以 及 人 分别 可 以 得 
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到 区 而 给 由 的 数学 期 望 的 性 质 (v) 和 方差 的 性 质 (iv} ,和 方差 的 
计算 类 似 , 在 多 数 情 况 下 ,利用 公式 (iv) 计 算 协 方差 要 简便 一 些 ， 

设 (A,， 了 ) 服 从 二 维 正 态 分 而 MU， je op 则 

EX=,, EY=p,. 
DY, DY= a;, 
COv(A, YT)= pao., 
Dvr 

4. 直 

说 和 和 了 是 随机 变量 ,大 和 了 是 正 整 数 ， 

若 下 存在, 则 称 它 大 二 的 大 阶 原 点 甜 ， 

若 EHX - EX)* 1 存在 , 则 称 它 是 天 的 天 阶 中 心 矩 . 

若 ET 存在 , 则 称 它 是 王 和 工 的 大 + 阶 混合 原点 村 . 

有 [一 OF 一 E21)'] 存在; 则 称 它 是 着 和 了 的 上 +! 阶 混 
他 中 心 矩 ， 

数学 期 形 是 一 阶 原 点 头 , 力 差 是 二 阶 中 心 录 , 协 方 益 是 二 阶 
浊 合 中 心 窒 . 

例 1 某 射 手 每 次 击 中 日 标的 概率 为 p. 他 手中 有 有 10 发 子弹 礁 
备 对 -日 标 连 续 射 击 ( 每 次 打 一 发 ), 一旦 击 中 目标 或 子弹 打 完 了 就 立 
刻 转 移 到 其 他 地 方 去 , 求 他 转移 前 的 平均 射击 次 数 ， 

解 ” 设 站 为 他 转移 前 的 射击 次 数 . 臣 的 订 能 下 值 为 0，1,， 2,…， 
10. 桨 二 一 天 (1 入 天 从 史 ,说 明和 他 前 一 ] 次 没 中 ,而 第 kk 次 中 了 .车 
天 10, 财 说 吉他 前 8 雇 均 流 中 ,而 第 10 次 中 或 不 中 .由 于 射击 的 独 
立 性 , 叮 得 下 的 分 布 律 为 
gq" 'p, 二 1, 2, … 9: 


PE 有 -| We 
9 Tap=™d, k= 10. 


i， 和 二 一 六 . 于 是 
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2 1—a" 
EB(X)= 2 kg ip + 1(g’= 3 
例 2 对 某 一 丹 标 进行 射击 ,每 次 的 命中 刻 为 户 . 
(1 求 走 到 首次 囊 中 为 止 的 射 市 次数 的 均值 与 方差 ，; 
(2) 求 直 到 击 中 + 次 为 止 的 射击 次 数 的 均值 与 方差， 
和 解 (1) 设 首次 击 中 时 的 射击 次 数 为 半 旭 X 服 丰 参 数 为 p 的 


儿 何 分 布 ;好 
PIXA=k}=g lp, k=1, 2, 
其 中 ,q=1 一 了 . 
EMV kg p=pY kg 
k=1 k= 


一 (一 的 之 天 全， 
一 (一 ] + 十 十 


为 求 D(X), 首先 求 ECG) 
EX (1 gL Re 


| 


孔 
1 
一 
忌 
路- 


全 4 
Ii=n =] 


1 一 时 
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所 以 


2 1 本 1 
DO0= ED-EO0= 一 下 一 所 


P 天 
(2) 可 用 (中 结果 解 (2). 设 总 的 射出 次 数 为 了 ,又 设 击 中 第 
i 一 1 次 后 害 击 中 第 斌 次 所 需要 和 的 射击 次 数 为 筷 ， i=1, 2 …, r. 且 
和 相互 独立 , 旦 都 服从 参数 为 六 的 几何 分 布 . 由 (可知 ， 


0 0 a a 
P 


FF 二 革 十 六 十 一 十 站 
中 均 傅 与 方差 的 性 质 可 知 
EY= EC) = ， DOD=> DOO= 芭 
例 3 用 某 台 机 器 生产 其 种 产品 ,已 知 正 呢 率 随 善 该 机 器 所 用 
次 数 的 增加 而 指数 下 降 , 县 
PC 第 天 次 生产 的 产品 是 正品 ") =e k=1, 2 
4>0. 假 贡 每 次 生产 100 件 产品 , 试 求 这 人 台 机 器 前 10 次 生产 中 平均 
生产 的 正品 总 孝 . 
解 ” 设 六 10 深 生产 的 正 吕 数 为 ,并 设 
we -| 1， 帝 上 次 生 产 的 第 件 产 上 邮 是 正明 ; 
“10， 和 否则. 


二 1，2,， 10, i 二 1 2 ,100， 则 让 =》 2 加, 而 总 ,服从 参 
k=] 1 一 上 
数 p= 二 ee 下 的 0 一 1 分布, CX,)=ec- 下 ,所 以 


wm I [| 1 
F(A)=Y » EO)=) O00 一 100》 e * 
11-1 k=1 Pe 
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RUese | 
] —¢£ 
例 4 设 基 种 彩 志 的 便 用 帮 创 服从 备 柳 4=109 小 时 的 指数 分 
布 , 随 机 地 取出 一 痛 .: 世 已 经 使 用 了 3000 小 时 还 未 坏 , 问 还 能 于 均 使 
用 和 多少 小 时 ? 
经 ” 设 这 种 彩电 的 寿命 为 读 则 兰 的 分 布 商 数 为 


r= xX; 
0 x 人 硅 0). 
艾 这 二 是 重用 了 了 5000 小 时 之 后 还 能 合用 的 了 时间 , 当 关 >5000 小 时 
二 和 一 S000. 为 了 求 EE( 了 ,首先 求 了 的 分 布 .对 十 yy 二 0,， 
Ply > 人 一 下 > S000F IX> 5000! 
了 工 一 下 (S000 十 站 “OD a 


人 0 ES 二 已 


1 — F(SO000 @ 7 
从 者 
Pl i= =e@™, 
丽人 0 .PIT 和 y+ 二 .于 十, 了 的 分 布 了 两 数 为 
I-e”» > 
二 oj-| 0. 
好 工 依 然 服 从 参数 为 4 的 指数 分 布 ,所 以 


5 了 = = =10 和 (小 时 ) 


即 这 次 彩电 芋 使 用 了 5000 小 时 之 后 还 能 站 均 使 用 10000 小 时. 以 上 
结 柴 涪 基 服从 指数 分 布 的 随机 变 便 共有 "失去 记忆 性 " ,也 称 为 上 及 有 
马尔 可 友和 记 ， 

二 SS 甲乙 两 人 对 局 ,有 -大连 胜 两 局 则 终止 比赛 .说 每 局 中 
针 用 的 概率 为 了 加 胜 的 概率 汶 g 王 1 一刻. 以 大 表 水 到 颖 赛 停 止 时 所 
必 的 局 数 , 求 E(X). 

解 由 先 开 妈 最 有 用 胜 或 乙 先 开始 最 后 马 胜 都 比 守 个 数 次 . 而 
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币 先 开始 最 后 乙 胜 或 乙 先 开始 最 后 币 胜 都 丰 赛 奇数 次 ， 
当 比 赛 次 数 久 为 偶数 时 , 设 庆 =21, i 六 1， 
PIX=k}=PIA=2i)= pg pdpp + aqp*qpgq 
=(pg} (十 的 
厢 当 比赛 次 数 上 为 奇数 时 , 设 大 = 站 二 1，i 衬 1 


PIX—Ek}= PIX=2it1}= pq PE 十 9P GBP 
=(pa) (gqg+p)= (pqg) 


EC) 一 2i(pgy 十 的 二 这 Qit Dpgy 
= 2(P +) pq) - 二 2p42.i (pq) "+ (pq) 
二 2(P+ 4 + pq) 区 Po 本 (pay 


i 1— pg 


2p ta tp + 1 
EE 总 到 ,p+ +pg=(p+4) 一 pq=1 一 pq, 所 以 


FA)= PD pg 
(pg 1-pg 


_ 2+pg 


1— pa 
例 6 设 师 机 变量 二 的 密谋 困 数 为 
人 
aa 
1-| 0 其 他 . 
下 雇 知 方 益 D(X)=1 求 常数 4 利 记 
评 | 贞 密度 函数 的 性 质 可 刊 


了 
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arr 


和 
=| Fr -一 {|xDdx 
a J 
| — {1--xdx=ah 
i 竹 


ECD= | XX) dx xn， 过 ra 一 [xdax=01f 被 相 困 数 为 奇 国 数 ) 
DUX)= BX) FX) 


训 ， 中 下 1 
一 2 一 二 他 3 一 一 = 1 一 
| (Ga 一 | 六 门人 得 < | x E (0 Mx 6 hp=1 


n 
了 是 得 万 程 组 ee 
| 
E ub=1 
艇 得 
mn 和 


例 7 设 * 上 ,了 是 相 五 独立 的 随机 变量 .都 服从 NO o)， 邻 
四 一 x 二 n， 了 二 a 一 jrto, 了 均 为 非 零 常 数 》 
求 协 方差 cov(X， 了 机 相关 系数 ps， 
解 ” 由 于 ,的 独立 性 ,容易 算出 : 
EI=@th nn, EC(N=(x—P)r, 
E(xXYY}= Ee — pr) 
= EC)— PE) 
=ato + Ho (e+t uu) 
=(e ~ Pat 4?) 


41% 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


DUNY= DOT)= (0 + fo: 


cov{tax, Y= EY YT — F(XIE(Y) 
= Po tA tPA 
= (x — po 
， 加 COV (X,Y) 加 (~— Po’ 和 一 pF 
| V DOYDO) (+ po +p " 
习 是 


i， 将 3 纪 球 随机 地 放 和 4 个 盒子 中 ,合子 分 别 标 有 标号 1, 2, 3, 
4. 设 总 为 有 球 的 意 于 的 最 小 守 码 , 求 E(XY. 
2， 堵 市 比赛 ,每 人 射 四 次 (每 次 一 发 ) ,约定 全 部 不 中 得 0 分 ,外 
中 一 弹 得 15 分 ,中 两 料 得 30 分 ,由 三 弹 得 55 分 ,中 四 弹 得 100 分 ， 
某 人 和 任 次 射击 的 萤 中 率 为 3j5, 求 他 得 分 的 数学 期 沁 ， 


3， 设 随机 变量 所 的 密度 困 数 为 


2 T 
一 COS’x, |x| 所 一 ; 
mm=| 人 
0, 其 他 


求 EX) 和 D(X). 
4.， 设 随机 让 量 X 的 密度 函数 为 


f= = el ~ oocX<+oo. 


| 求 OW A D(X). 
5， 太 陋 机 地 落 在 中 心 在 原点 ,半径 为 RR 的 圆周 上 ,并 二 对 红 长 
是 均匀 分 布 的 , 求 洲 点 的 模 坐 标的 方差 . 

6 说 与 的 联合 窗 度 函数 为 
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dxye ot, x>0, v>0; 


Tlx, »=| 0. 技 他 


求 Z= 十 FF 的 均值 . 

7， 邱 寺 颗 般 了, 业 点 数 之 和 六 的 数学 期 望 利 方 状 . 

8$， 将 于 个 球 放 人 人 邮 个 盖子 中 , 设 每 个 成 落 人 各 盒子 是 等 可 能 
的 .站 有 球 的 合子 数 于 的 漳 值 . 

9， 谱 5， 了 上 服 具 区 域 五 =T WI0<x<1，0<y< 员 上 的 均匀 
分 布 , 妆 相关 系数 py. 

19， 设 站， 了 相生 独立 ,密度 歇 数 分 别 为 


2X. 站 入 工科 1 
9-[o 人 
ee BU p> 3: 
hp) | 0 志 他 ， 
求 E(xX YY 


11. 设 半 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 , 于 < 站 二 十 1 (一 小 1 
2. 时 , 念 工 = 大 , 求 瑟 [站 

t2， 对 产品 进行 抽查 , 也 台 发 现 庆 蜗 就 认为 这 指 产 品 不 合 析 ,六 
结 来 抽查 . 名 抽查 到 第 nn 件 还 未 发 志 康 上 则 斌 为 这 批 庆 融合 格 , 候 
设 产 品 数 蚂 很 大 ,每 次 抽查 到 欣 品 的 概率 都 是 p, 试 求 平 均 抽 查 的 
件数 . 

13.， 一 袋 中 装 有 站 个 和 白 球 ,#5 个 太 球 . 现 从 疙 中 有 放 回 地 到 球 . 
设 坟 至 取 到 自 球 为 止 时 取 到 的 黑 球 数 为 , 求 ECX). 

14， 设 (高 了 服 从 Nina, 0 0 Pp), 求 DX+F)Y 和 DCXY YY). 

15， 设 (X, 让 服 从 区 域 DD 上 的 均匀 分 布 , 其 中 品 由 x* 轴 ,y 轴 
和 X 十 py] 所 围 成 . 求 相 关系 数 Pur: 
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五 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 

1， 切 比 雪 夫 {Chebyshev) 不等式 

切 比 者 夫 不 等 成 设 随 机 变量 站 的 期 加 EX 和 方 点 DX 在 
在 , 则 对 任意 的 8 二 0， 


PIIX— EN>e}< 全 


赴 比 起 夫 不 等 上 水 的 男 一 种 形式 是 

PIX— EXI<st>1- 2 

蔬 比 写 夫 不等式 给 出 本 在 未 知 下 的 分 布 的 情况 下 , 对 概率 
PIX~EX| 关外 或 PI 一 EXI<E} 的 秸 计 . 它 在 理 沦 上 有 有理 
要 嘉兴 .但 在 已 知 天 的 分 布 时 ,通常 不 使 用 切 比 雪 去 不 等 式 , 因为 这 
种 合计 往往 大 粗 略 了 ， 

2. 大 数 定 律 

历 比 雪夫 大 数 定律 ” 设 随 机 变 最 芒 (K=1]，2,…) 相互 独立 ， 
日 有 柑 同 的 数学 期 内 和 和 方差 : 有 大 = 一同 DX=0’,k=1,2,…, 唱 
对 仁 意 的 £0， 


1 刀 
Lim | | 和 |< | 
切 比 寡 夫 大 数 定 律 开 明 .m 个 机 互 独立 的 .具有 相同 数学 期 望 和 
方差 的 随机 变量 , 关中 很 大 时 ,它们 的 算术 平均 值 几 乎 是 一 个 常数 . 
这 个 常数 就 是 它们 的 数学 期 望 . 
们 努 利 (Bernoulli) 大 数 定 律 设 直 次 伯 努 利 斌 验 中 事 储 4 发 汪 
的 次 数 为 m, 在 每 次 试验 中 4 发生 的 概率 为 p, 则 对 任意 的 > 人 0 


tim p| 人 -中 < 时 =， 
下 + 2 nn 
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们 芭 利 大 数 定 律 是 切 比 到 夫 大 数 定 律 的 特 妹 情况 .和 它 表明 ， 
当中 很 大 时 次 伯 移 利 坛 驻 中 事件 4 发生 的 频率 而 儿 乎 等 于 
事件 4 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 p, 这 就 以 严格 地 数学 形 此 刻 坪 
了 开 丰 和 努 刊 试验 中 频率 的 稳 证 性 ， 

3， 泊 松 (Poisson) 定 理 

省 丛 定 埋 让 陋 机 本 量 名 (n= 二 1, 2) 服从 二 项 分 布 Bln, pj, 其 
中 二 二 人 是 常数 , 则 


根据 放松 定理 , 在 理论 主 , 泊 松 分 布 是 满足 上 述 条 件 的 二 项 分 布 
的 极限 分 布 ,在 实践 中 , 当 半 很 大 ,PP 很 小 .4 =np 蚌 一 个 不 大 的 数 
时 ,可 以 用 六 松 分 布 2f 人 人 近 税 二 项 人 苏 布 Ba 站, 邯 


CPU go, k=0, 1,.%,n, 


其 中 =Rp. 从 而 可 以 利用 泊 松 分 布 表 简化 -项 分 布 的 计算 . 

4， 中心 极 限定 理 

列 维 一 林 檀 但 格 {Levi 一 Lindberg) 定 晶 ( 独 立 同 分 布 的 中 心 极限 
定理 ) 俊 随机 变 旦 在 代 =1，2,…) 独 衬 同 分 布 , 日 数学 期 望 和 方差 存 
在 : EX= 4 DD 各 =g? 则 对 任意 的 实数 x, 


一 全 (入 -1 广 
Aim 1 已 nu) <x = a 2 di 


定 捍 表明 , 当 n -woo 时 ,随机 变量 序列 
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\ 有 i 
人 a pe ln 二 1 2 下 的 分 布 济 数 收 侵 填 慰 淮 正 记 
1 


从 种 条 他 布 及 数 、 
棣 莫 弗 一 拉 敬 拉 斯 (De Moiyre - Laplace) 定 理 设 随 机 
变 明 二 4，2,) 服 其 二 项 分 布 Btn, 旋 , 则 对 和 伍 意 的 实数 x， 


省 记 - 计 
lim 中 Xr e 7 di 
Pe Vnp( 一 六) 2T a 


棣 英 旨 一 拉 普 拉 斯 定 填 赴 列 维 一 林 德 伯 格 中 心 极 限定 理 的 特 
妹 情 洗 . 当 唱 很 大 .p 很 小 ,4 二 np 是 一 个 不 大 的 数 时 ,可 以 用 消 松 分 
布 过 位 一 项 分 布 .后 n 很 大 , 租 pp 不 很 小 时 ,不 上 伍 能 用 泊 松 分 布 进 似 


一- 虎 分 布 . 此 时 根据 棣 莫 弗 一 接 普 拉 斯 定 埋 ,可 以 利用 标准 正 坊 分 
市 对 一 项 分 布 做 近似 计算 ， 
i 


向 1 设 i 六 ,为 相互 独立 的 随机 变 熏 列 , PIX,= 土 Vn 1}= 一 - ， 


nt 
P= 四 =1 一 二 ,n=2,3,…, 证明 { 2 ] 服 内 大 数 定律 


证 和 宅 易 算出 , ECX)=0, D(X)=2, n=2,3.,…, 邻 


则 
、 | 筷 . ] 网 
EY)=0, DO)=D[— 之 二 关 一，。28= 二. 
ni HH Hl 


1 = 了 


Vs>0, 由 雪 比 当 大 不 等 未 可 知 


PHY, ~ FY) <e>1— -2 
HE 


部 得 
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lim P{IY,— (YF) <#}=| 
所 以 1 腿 从 人 上 数 定 律 . 
例 2” 设 {XY} 为 相互 独立 的 随机 变量 列 , PIX,= 土 2} = Tr 


PIX,=0;=1-— 二 .n=1.2,…, 证 明 { 龙 } 服 从 大 数 定律 . 


则 
ETJ=0 ， DG)= 工 ， 
n 
wan 由 切 比 起 夫 不 等 武 可知 


PIlY,— E(Y <e)}>1- - 


he 
故 有 
limPfy 一 EDJ<si=1 
所 以 { 到 上 服从 大 效 证 律 ， 


例 3 忆 知 生出 孩 的 概率 为 0.515, 求 在 10000 个 新 生 上 婴儿 中 六 
个 趟 少 十 男 疲 的 概率 . 

解 ” 设 着 为 10000 个 异 儿 中 男孩 的 个 数 , 则 XX ~ BG,p), 其 中 
F = 10000，P 二 0.515. 女孩 数 不 少 于 和 异 护 数 , 即 七 专 $5000. 出 隶 莫 佛 
尔 一 拉 普 拉 斯 中 心 根据 定理 ,所 求 概率 为 
< ) 


XX—np 
Vv rp V npg 


PIXE 5000}=P| 


和 42 生 
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~o( $5000 — 10000 x 0.515 ) 


O000xX 0.515 x 0.485 


一 多 (一 300)= 1 一 D0) 
=1—0.99865= 0.00135 


例 4 设 某 一 保险 公司 的 老年 人 寿 保 险 一 年 有 1 万 人 参加 , 每 
人 科 年 变 各 元 , 若 老 人 人 针 亡 ,公司 付 给 家 属 2000 元 ., 设 老人 死亡 
率 为 0.017, 试 求 保 险 公 司 在 这 次 保险 中 亏本 的 概率 . 

和 解 证 老 大 死 广 数 为 XX 则 着 一 Bt,p) 其 中 , n= 10000, 
p=0.017. 

中 题 谨 可 知 , 公 司 亏 本 当 卫 仅 当 2000X> 和 xx10000, 即 性 > 200， 
证 是 ,让 隶 葛 佛 尔 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 ,公司 亏本 的 概率 为 


Plx>200}=P| ~ 200—np | 


vnpd vnpd 
Ey 200—np ) 
过 | 一 而 = 一 ] 一 由 避 .32] 
人 


=]1—0.98983 =0.01017 
例 5 计算 机 在 进行 加 法 运算 时 , 先 对 每 个 加 数 取 整 . 设 所 有 四 
取 整 误差 尾 相 专 独 立 的 旦 都 服从 (一 0.5,0.5j 上 的 均 名 分 布 , 现 将 1500 
个 数 相 如, 求 总 误差 的 绝对 值 不 超过 15 的 概率 ， 
解 ” 设 第 i 个 数 的 取 整 误差 为 关 , 则 时 f= 42.…,1500) 是 术 王 饥 
1 到 吉 
立 贡 克服 大 (一 0,5,0.5} 上 的 岁 匀 分 布 .总 误差 大 = 了 天 由 均匀 分 布 
r=1 
的 均值 与 方差 计算 公式 可 知 
] 


Ta DO 


了 ， [= 1,2,…,1500, 
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EXO DAA- -5 一 125 


得 开 型 扩 一 神 德 伯 税 下 :应 极 限定 埋 寺 得 


i -ED 


| Vv DA < i 


二 | 呈 [<1 4| 


2P(1.34)—1=2x0.00988— 1=0.8198 


题 Ee 

， 谨 一 个 系统 由 100 个 相互 独立 起 作用 的 部 件 所 组 或, 舍 个 部 
和 0.1, 必须 右 35 个 以 上 的 部 件 正 常 七 作 才 能 使 系统 
革 作 , 业 系 统 工 作 的 概率 ， 


2， 肉 有 有一 批 种 子 ,其 中 家 种 占 二, 今 任 取 6000 粒 , 问 能 以 0.99 


的 概率 保证 在 这 6000 将 促 予 中 良种 所 占 的 比例 与 的 差 的 绝对 


但 不 姐 名 少 %” 相应 的 良种 装 在 哪个 范 用 内 ? 
3， 某 单位 有 200 宇 电话 分 机 ,每 全 分 村 有 5% 的 时 间 要 使 用 外 
e 殷 如 每 容 分 机 是 否 使 用 针线 是 相互 独 交 的 , 癌 该 单位 总 机 要 安 
寿 多 尘 荣 外 线 , 才 能 以 名 呈 涉 上 的 概率 保证 分 机 用 镍 线 不 需 : 等 待 ? 
4 在 撑 重 而 志 验 中 ,至 少 邱 多少 次 ,才能 使 正面 出 现 的 频率 落 
本 (04, 和 060) 区 间 的 概率 不 小 于 0.99 
5 一 吾 川 法 咒 间 时 收 到 20 个 曲 声 电压 所 人 =1,2…,20), 设 它 
拉 是 相 刀 独 开 的 随机 塞 呈 ,有 旦 都 服从 (0,10) 七 的 均 名 从 布 , 记 
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[一 让 妆 有 本 >105 的 慨 率 ， 
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六 ”数理 统计 的 基本 概念 

1 总 体 和 样本 

谍 支 是 一 个 随机 党 量 , 加， 加,…， 癌 是 一 组 相互 独立 且 与 半 有 
相同 分布 的 随机 变量 , 称 天 为 总 体 , 高 下， 三 为 来 日 总 便 天 的 简 
单 随机 样本 ,简称 样本 ,站 为 样本 的 穿 量 .在 一 次 试验 中 ,样本 的 观察 
什 x，x x 称 作 样本 值 . 

设 总 休 丰 的 密度 为 x), 则 样本 加 加，…， 太 的 联合 密度 函数 
A .AT 及 xn 

给 定 fi 个 样本 值 x,%,…, 有 ,和 不妨 设 按 太 小 顾 序 排列 ,它们 的 顺 
序 为 


XX 


用 


称 
,Xx 
F(X) = 人 
1 XX 全 磊 
为 经 验 分 布 函数 ， 


设 章 体 三 的 分 布 图 数 为 Fx), xsx<x 则 器 个 样本 值 中 不 
太 于 xX 的 个 数 为 .把 每 个 样本 值 作为 一 个 试验 结 盯 , 在 这 次 


独立 重复 试验 中 ,事件 {X<x} 发 生 的 概率 为 站 ,根据 伯 努 利 大 数 
定律 ,对 于 任意 的 s>0 


| jc 一 了 (Css 一 1 
于 实 上 ,关于 分 布 攻 数 与 经 验 分 布 喝 数 有 下 述 更 强 的 结 沦 : 
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P| Tim sup (FO) =0|=1 

上 上述 定理 表明 , 当 样 本 容 监 4 充分 大 时 ,样本 取 值 的 分 布 相当 淮 
确 册 上 友爱 了 了 总体 鞋 的 分 布 .从 而 ,有 可 能 通过 样本 值 米 了 解 态 体 
半 的 情况 ， 

2， 狂 计量 

届 习 、 豆 .将 是 来 昌 总 体 于 的 样本 .如 果 随 机 变 暴 的 国 数 
。 中 不 人 洛 任 何 林 和 基数 ,有 昌 本 壬 是 一 个 随机 变量 , 则 称 

_ 个 统计 量 ， 
os 


伴 林 均值 下 = 二 也 区 ， 


样本 方 益 ”Si= 一 (XX) 


样本 怀 准 老 S=、 


样本 大 阶 原点 矩 MX， en 
i=] 


样本 上 阶 中 心 害 。Mi= 二 0 
1=1 
计算 样本 方差 和 二 阶 中 心 矩 时 , 常 使 用 下 述 公 式 
FX RY Xn 
ti 一 r=1 
3. 人 分 布 .分布 和 中 分 布 
设 随机 变量 站 ， 和 ，…,， 关机 五 独立 旦 都 服从 标准 正 态 分布 ， 
则 称 Ps 让 服从 的 分 布 为 自由 度 为 n 的 x 分布 , 沁 作 x 部 R). 它 
鸭 蜜 度 妇 图 3-5 所 中 . 
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图 3- 5 7 外 布 
说 随机 吝 量 广 一 上 0. 1 一 好 人, 有 相互 独立 , 则 称 工 = 


二 服从 的 分 布 为 自由 上 度 为 n 的 1 分 布 , 记 作 1(n). 它 的 密 
:Hi 


度 如 图 3-6 所 示 ， 
当 站 ->eo 时 ,to 的 密度 函数 收 伍 于 E(x)， 
设 随 机 变量 太一 xs0t7 了 一 xb》 ， 且 相互 独立 ， 则 称 Z= 


人 4 服从 的 分 布 为 自由 度 为 ,1m 的 下 分 布 , 记 作 (msm), 其 中 
Fr 称 作 第 一 自由 度 ,m 称 作 第 二 日 由 度 . 它 的 密度 如 图 3- 7 所 水 ， 


F(l10. 10) 


图 3-6 + 分 布 图 3 一 7 于 分 布 
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4， 分 位 烤 
向 连 比 型 条 机 变 其 到 的 殖 度 图 数 为 fx), 0<p<1. 车 
mo 
PSo | fdx =p. 


则 称 x 为 对 应 王 的 二 侧 分 个 数 ,简称 分 位 数 , 给 定 已 求 分 位 数 %,， 
怡 好 自给 定 x, 求 分 布 图 数 Pt 的 道 运 算 . 疼 3 一 8 给 出 分 位 数 的 大 
f(x) 


O op 


El 3-8 


基于 分 位 数 , 有 下 述 性 质 : 

(1) PIXEx,}=p: 

QQ) P{X>=%.,}=p, 元 图 3 一 9 中 (a) 图 所 A; 

(3) 知 考 的 密度 为 数 fx) 为 偶 阴 数 , 则 

PlliX|>% 21=&, 

电 图 3 一 9 中 (b) 图 所 示 ， 

标 淮 正念 分 布 .和 白 由 度 为 fn 的 央 分 布 . 自 出 度 为 n 的 1 分 布 和 白 
由 度 为 和 相 n, 的 五 分 布 的 分 位 数 分 别 记 作 上 X09 650) 和 和 瑟 ,tn 


Fa ) ， 
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(a) (b) 
氏 3-9 


根 堪 标准 正 态 分 布 .1 分布 各 下 分 布 的 性 大 ,分 位 数 还 满目 下 述 
J 

(4 We 

(2) i,(n)= 一 机 

] 

(6) Fn a) = Fm mm) 了。 

0) 当 足够 大 时 (如 za> 120) ,bp sa 

根据 (4) 一 ( 铝 , 标准 正 态 分 布 .i 分布 和 下 分 布 的 分 位 数 只 须 列 
出 p00.5 的 数值 . 当 p<0.5 时 , 先 从 分 位 数 表 上 查 到 对 村 1 一 p 的 分 
位 数 , 盏 用 有 关公 式 就 能 得 到 所 求 分 位 数 ， 

必须 语 明 的 是 ,按照 固 家 标准 .应 采用 下 侧 分 位 数 . 但 是 ,在 -一 
些 教材 中 仍 鬼 照 习 避 对 标准 正 态 分 布 和 上 分 布 使 用 双 侧 分 位 数 , 而 
对 天 分 布 和 了 分 布 使 用 上 出 分 位 数 .上 页 给 出 双全 有 和 上 仙 分 位 数 的 
搬 念 及 它们 与 下 侧 分 位 数 { 分 位 数 ) 之 间 的 美 杀 ， 

设 连续 型 随机 恋 野 下 的 密度 国 数 为 fl0), 0<m<1. 若 


je 十 


Pl ;=| TOdx=a 


加 1 
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则 称 x 是 对 应 关 的 上 侧 分 位 数 ， 
当 人 密度 函数 .Ao 为 偶 畏 数 时 ,大 


Plixi>x? = 对 Foodx=a 


唱 称 x 是 对 ja 的 又 例 分 位 数 . 
根据 下 述 美 系 , 在 这 三 个 分 位 数 中 ,内 要 若 道 其 中 的 一 个 ,就 可 
以 求 出 号外 两 个 : 


| 三 -总 
和 一 上 ma 一 所 | -zi 


特别 地 , 对 于 正 态 分 布 和 t+ 人 外 布 , 有 


HH 入 1 te (n} = 上 sa 


而 对 于 六 分 布 和 下 分 布 ,有 
in) = ,1), Fr Cm, 0)}=F, (ni. nn,). 

(1) 仁 何 “概率 沦 与 数 昌 统 计 " 书 上 , 坪 有 标准 正 访 分 布 的 分 布 
国 此 和 赤 ,对 它 太 得 表 就 可 以 得 到 标准 正 态 分 布 的 分 位 数 . 

(2) 本 书 中 均 使 用 下 侧 分 位 数 , 即 分 位 数 ,在 使 用 中 不 峙 说 明 

5 正 态 总 体 的 常用 统计 量 的 分 布 

(主人 正二 总 体 

设 各 A 是 米 自 让 态 总 休 WU oa 的 样本 , 则 


. 全 一 

0) 一 NO， 1 
Tr 下 

GD Ei ~ 1); 
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A 
(111) S 一 TH 一 1). 


(2) 沿 个 正在 总体 

设 入 ， 下 正 访 总 体 
No go) 和 NOe6,， 0) 的 样本 ,上 且 相互 独立 .它们 的 样本 均值 和 
样本 方 共 分 别 记 作 六 5; 和 了 $53, 则 


gi! . 
(1} a 一 了 (一 上 Ha 一 


CF D-H) 


:Fl a 
| Mil 五 > 


(和 一 一 Cn 一 


6iD 如 时 o= 全 : 则 一 一 00 
十 


(nt 一 Sn 一 1)33 
i 


六 十 上 一 之 

例 1 设 随 机 变 虹 到 一 0 x=0.01, 求 区 Y, 56. 
使 得 : 

(1) PilAI> A} = 2; 

(2) PIX>Y=u,; 

{3) 天 二 二 一 村 一 

解 (1) 可 证 啊 种 方法 查 出 1. 

厅 法 一 :使 用 怀 下 访 分 布 的 分 位 数 表 .由 于 标准 正 态 分 布 的 密度 
困 煞 为 偶 图 数 , 可 用 公式 

下 | 和 [全 xc 
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来 求 4. 由 于 wx=00i, 可 得 
4 npn0s — Howws 
查 表 得 
4 二 2.576. 
方法 二 : 使 用 标准 正太 分 布 的 分 布 萌 数 表 . 
tal> 二 1 一 P{XI 和 让 
二 一 天 一 4 和 受 才 过 让] 
=1— (PD BA) 
二 1 一 人 2 有 (一 二 
=2 一 2D(04) 


2—2P04)=0.01 
解 得 
P(N)=0.995 
尽 下 分 布 图 数 表 得 
外 一 2.37 . 
人 2) 也 可用 丙种 方法 查 出 V 
方法 一 : 使 用 分 位 数 表 . 
下 全 > 
一 工 一 出 是 扫 由 一 交 
得 
PIXEY}=1 -a 
央 语 可 得 


但 表 得 


| 一 — 
VF=u ,= Hw 


YY 一 2.326 
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方法 二 : 几 分 布尔 数 表 ， 
由 
PIX Er}= 1—&=0.99 
度 省 分 布 图 数 表 , 皇 
Y= 2.33. 
(GQ)】 方 活 一 :用 分 位 数 表 .由 分 位 数 的 定 交 和 性 奈 可 知 ， 
PY <unl =U.01 
于是 
站 一 一 4 一 下 二 Ho 一 之 .4420. 
方法 一 . 川 分 布 图 数 表 ,得 5=2.33. 
出 于 太 查 分 布 涡 数 志 一 般 纵 能 给 出 小 数 点 后 边 两 位 , 所 以 精度 
毕 用 分 位 数 老 低 些 
例 2 设 总 体 瑟 一 Nm ,各 ,…, 交 ,是 一 组 样本 ,样本 均值 
为 六 ,样本 方差 为 5 
(了 设 1=25, 求 Pl4 一 0.20 <XX<pn+0.20); 
(2) 要 使 PX 一 >.19} 拟 0.05, 问 至少 应 等 于 多 少 ? 
(3) 设 n 一 10, 求 使 Plu 一 5< 蔷 <pR+45} 一 0.90 的 慷 
(4) 设 4=10, 求 使 PfS > Ac =0.95 的 旋 
(5) 设 = 10， 求全 Re 的 1. 


解 (1) 由 于 I 一 NN(0,1), 4 二 25, 可 得 


PN 一 Da2a 二 二 雪 上 十 0.2c| 
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= B01)— Bo—1)=28(1)—1 
=2x0.8413—1=0.6826 

(2》 中 a 一 N(0,1), 可 得 

Ti 


PllX >0.1 a} 


-十 证 站 .1 Fa 
Gi > | 


二 2 一 2 古人 .Ja )<0.05 


解 得 
古人 (0.1Va )0.975 
反 但 慰 准 正 仿 分 布 的 分 布 函数 表 , 可 得 


(1.96)=0.075 
国 吊 要求 


0.1V Pa 兰 1.96, 即 z 芝 1962x 100=384.16, 所 以 应 取 n 至 
少 为 385， 


-pn 
(3) 由 于 SN 一 上 和] 四 而 可 得 


Pg- AS<X<H+AS) 


二 -2 n 本 < | 
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解 得 ee 

中 0 一 人 |=095 

对 于 上 4 二 10, 全 分 布 的 分 位 数 表 可 得 
ty) = ,833 


于 基 
4 10 一 1.833 


辞 得 ”2 二 0.580， 
了 
(4) 用 寺 一 一心 因而 


PP> ho = | 人 >- 4 


=1-P| 人 < 一 1 对 -095 
呵 


有 < -1M)=005 
本 
即 得 
(nn—1)4=x 700 (1) 
对 本 n=10, 查 内 分 布 的 分 位 数 表 得 
1 一 0.369 . 
(5) 类 似 十 (4) ， 


Pts<iol=- 且 人 去 人 一 D4 =039 


市 分 位 数 定 义 可 得 
(nC—1)4=R, (no 1) 

对 于 = 10, 查 失 分 布 的 分 位 数 表 可 得 
44=1.880., 
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习 题 六 

1， 对 二 以 下 四 组 样本 值 ,计算 样本 均 信 x 和 样本 方 益 $27; 

(1 99.3， 98.7， 100.05, 101.2, 98.3, 99.7, 99.5., 
102.1, 100.5:; 

(2} 54, 67, 68. 78, 70, 66, £7, 70, 65, 69: 

B112.0, 113.4、 1112， 112.0、 114.5， 112.9. 113.6; 

(4) 110.3, 99.7， 1015， 102.2， 99.3,， 100,7，100.5, 
103.1. 

2. 查 表 求 下 述 分 位 数 ; 

(1) mvs Hi qos; Hn pol Hass 

加 WoO RD BD, R18) 

(3) ol5), ha, 30 

(4) Fsstl2,6), Fysd8.20) FS,12Y). 

3. 用 关 分 布 分 位 数 表 求 下 列 各 式 中 由 的 值 . 式 中 j2(n) 表 术 服 
从 月 由 为 下 的 六 分 布 的 随机 变量 . 

0) PIX8) > A =0.01; 

2) PO) < A =0.975; 

(3) PI 5)»> A}= 0.095; 

(4) Pfxi15)< 4}=0.01, 

4. 用 [分 布 分 位 数 表 , 查 上 下列 各 式 中 4 的 值 , 式 中 节 中 表示 服从 
自由 度 为 rn 的 1 分 布 的 随机 变 晨 . 

(TD PHAS)| > 11 =0.2:; 

(2) P{1(5)>4}=0.2. 

5， 用 下 分 布 分 位 数 表 , 查 下 列 各 式 中 4 的 什 , 式 中 Fn) 表示 
服 众 自 和 由 讼 为 nl 和 nr 的 下 分 布 的 随机 变量 . 

(1) P{F(3,6)> =0.05; 

人 @) PIF(.6) < 4A} =0.05. 
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七 ”参数 侦 计 

1]. 点 舍 计 

设 0 是 总 体 羡 的 未 知 参数 ,用 统计 量 0= XI， 总，…， 蕊 来 
街 计 04, 称 旭 是 86 的 合计 其. 求 参数 8 的 估计 量 8 称 作 点 估计 . 

党 用 样本 均值 让 作为 总 体 期 望 的 估计 其 ,用 样本 方差 82 作为 
总 体 方差 的 个 计量 .例如 ,对 于 正 态 总 体 Na, o”), 取 

eR 

评价 个 计量 优 秒 的 汪 条 常用 标准 是 : 无 偏 性 ,有效 性 和 一 致 性 
(相合 性 ) . 

(1) 无 偏 性 

如 杂 E96=0, 则 称 68 是 8 的 无 偏 鸽 计量. 

对 于 任何 总 体 六 ,只 要 EX 窒 在 , 则 玉 是 EX 的 无 偏 佑 计量 ;只 
要 DX 存在 ， 则 5? 是 DX 的 无 偏 估计 量 ， 例 如 , 对 于 正 态 总体 
NU 0 支 是 下 的 无 偏 千 计量 ,8 是 go 的 无 偏 估 计量 . 

注意 用 样本 二 阶 中 心算 M; 作 为 DX 的 傅 计 量 时 ,不 只 有 无 
偏 性 ，M ;是 DE 的 “ 偏 小 的 "估计 量 ,因为 


E(M')= 二 E(S”)= 一 DxX<DYX 


当然 , 当 样 本 容 晤 4 很 大 时 , 训 ; 和 :相差 无 几 ， 男 外 ,虽然 5 是 
DX 的 无 妨 估 计量 ,但 是 S$ 不 是 YDX 的 无 偏 估计 量 . 

(2) 有 效 性 

设 六 和 忆 都 是 0 的 无 偏 估计 量 , 若 D6 < DO 则 称 六 比 六 有 效 ， 

二 如 ,天 和 页 都 是 88 的 无 偏 估 计量. 当 n> 1 时 , 志 比 总 有 
效 , 因 为 DY 二 DX DX=— DX, 于 是 DX<DX ,因而 评比 诬 有 效 ， 
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{3) 一 至 性 
由 果 对 在 意 的 5>0. 和 有 
lim P{l0-0|<s}=1 
则 称 身 是 如 的 一 致 (相合 ) 估 计量 . 
由 大 数 定律 , 当 DPX 存 证 对 ,是 EF 的 -一 到 鸽 计 自 .还 可 以 
证 晶 , 5S: 和 M' 都 是 DX 的 一 敏 俩 计 明 ,5S 是 YDX 的 一 致 俩 计 明 . 
一 致 性 避 证 当 样 术 容 其 很 人 时 ,估计 基 如 以 很 大 的 概率 接近 外 
从 统计 骨 度 来 看 , 和 白 然 要 求 佑 计 旺 兵 有 -~- 致 性 . 当 样 本 容量 不 大 
时 ,无 向 性 是 对 估计 量 的 基本 要 求 . 它 保 证 9 对 8 的 估计 只 有 随机 
误 起 , 员 设 有 系统 误差 .在 直观 上 和 理论 上 ,有 效 性 玫 是 合理 的 . 它 
是 经 常 被 使 用 的 一 条 标准 . 
2. 最 大 似 然 居 计 法 
最 大 似 然 佰 计 法 和 算 佑 计 法 是 两 个 各 用 的 点 稍 计 法 ， 
对 了 连续 型 总 栖 X, 设 半 的 密度 阴 数 为 了 (x; 9.,，…， 人 ), 
共 中 四 ,0,，…， 而 是 待 估 参 数 .给 定 一 组 样本 人 情 Yi xx， 把 
人 
4 一 | 
称 作 样本 的 似 然 栈 数 . 在 形式 上 , 似 然 函数 就 是 样本 的 联合 密 
度 . 内 是 在 这 里 ,要 把 xi，x， …,X%, 看 作 沼 数 ,把 待 佑 敌 数 0 8,,…， 
由 作为 工 的 自 变 量 ， 
对 于 离散 型 随机 变量 区 设 到 的 分 布 律 为 
P{X=x!l = p(x; 有 0 
综 定 -… 纪 样本 值 x x,…, XX,, 把 
De ey we Re 0 Uy et, 0 =11pe; 站 8,, 1, 8)) 


称 作 样 木 的 似 然 图 数 . _ 
如 此 似 然 图 数 Lix', Ky Ns 0, 由 0) 在 如， 上 由， “i 


440 


e 书 联盟 好 书 下 载 www book118. con 


取 到 最 大 值 , 则 称 0,0,,…, 0 分 别 为 由, 0,,…, 们 的 最 人 似 然 千 
计量 . | | 
当 工 对 旭 ，，…, 的 偏 鱼 数 存 在 时 ,00,0,,…, 0 必须 满足 


下 述 方 程 组 
dL 
得 站 
8 
80， 
8 
5 一 门 
由 于 三 和 hn 无 同时 达到 最 类 值 , 可 以 改 为 求 1n 工 的 最 大 值 点 , 采 
用 下 还 方程 组 
0 _ 
30 ln 工 二 可 0 
站 _ 
0 In 工 一 站 
0 _ 
06 ] 工 工 一 避 


后 一 组 方程 常 比 前 一 组 方程 简单 . 
例如 对 于 正 态 总 体 Nl4, 0 ), 样本 的 似 然 函数 为 


四 1 0 1 ep 
一 一 一 一 a 二 
Gl Qnra ye 
Hl 1 吕 
In 工 一 一 本 in(2ro’)— 人 Zw) 
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中 EI 
In 区 = > fx 一 辣 = 
Gn ”j=1 
0 n 2 
L 二 一 “二 
eo 255 + F307 LC 


解答 志和 :的 最 大 偶然 佑 让 蔡 
N= og:= ye 
艾 如 ,0-1 分 布 的 分 布 律 叮 写成 
P{X=x}=p"(i— Dr*, x=0,1. 
似 然 函数 为 


0 上 el 0 


nL (x)inp+t(n = %)In Gl- 


令 
寺 
ap nL= 一 > 二 —( )=0 
解 得 p ee 
9 
HH :=1 


在 这 里 XX 是 在 nn 次 独立 重复 试验 中 ,事件 {X=1}) 发 生 的 频率 . 
通 贡 最 大 似 然 估 计量 具有 一 致 性 ,但 不 一 定 是 无 伪 的 ， 例 如， 


对 于 正 坊 总 休 wa， a) 5 的 最 大 似 然 佑 计量 旦 M;. 它 不 是 无 
避 估 计量 . 
3. 星人 居 计 法 


设 总 体 基 的 分 布 含有 待 估 参数 9， 9，…, 人, 则 大 的 天 阶 原 
点 娃 v= ECX:) 也 含有 从 数 0,, 0,, A 0. i 
G0, 0 = ECXY, k=1, 2 1. 
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从 方程 组 
gt H, , d= 
ya 0 7 = 


ga, Os ON) 
佣 出 

站 = (Ws Fi wi) 

0 = YD) 


gj vo 
设 着 ， 入，…, 总 是 一 组 样本 ,用 样本 的 大 阶 原 点 矩 M,= 
工 宇 司 传 计 wE=1 2,…, DD, 代 入 下 得 到 9, 的 信 计 晤 


d=fM, Me, MY) i=1, 2, ,1. 
这 种 待 计 未 车 矢 数 的 办 法 叫做 害 情 计 法 ， 
在 采用 给 村 计 法 时 ,也 可 以 用 中 心 完 j=E[X 一 六 代替 茶 


些 原点 知 yi, 然后 用 样本 中 心 短 MI= 一 > (一 癌 * 蔡 换 六 . 


例如 : 设 意 伍 大 一 RCH，a3], 有 站 一 百 疏 一 1 一 下 是 一 2 二 有 2 
由 
只 一 Vi 
CT“ 十 及 一 Ya 
解 得 
Le i, 
用 MM 二 祥 ，M, 分 别 替换 vi， tm， 得 到 和 窟 佑 计量 
a 


Xx 
a=M,—X:=M’ 
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4 区间 估计 

(1) 区 亲人 知 计 的 慨 念 

设 总 体 庄 的 分 布 售 有 参数 0, 对 于 给 定 的 值 wx(0<x<1l), 如果 
统计 量 了 和 9 满足 

PIO<0 <0=1—a 

则 称 随 机 区 闸 (8 ,8) 是 8 的 园 信 和 度 为 1 一 «的 置 稍 区间 . 

(2) 单个 正 想 总 体 均 值 和 方 益 的 置信 和 区间 

设 总 体 症 一 Nn, 55 样本 中， 和，…,， 着, 样本 均值 和 样本 方 
六 分 别 为 坟 和 有 7 

fi 已 知 o”, 求 点 的 君 信 和 区间 


由 

me No, 1 

oivn ( 3 ) 
有 和 

人 一 

| ee cu 1 
印 

PIR-u a EE HE | 


得 2 的 置 售 区 间 为 


(Bn . 》 i | 
(i) 未 知 go , 求 上 4 的 蜀 信 区 间 
出 
各 一 上 
中 一 tn— 1} 
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ee "i 
P| 人 ro 
得 上 5 的 置信 和 区间 为 
We i 
(=e-etac0 和 2 5 广 十 yz (tn 1) Vn ) 
(iii) 求 o?: 和 5 的 司 信 以 间 


由 ni—1l 

iS ~X (nl) 
有 
[| 
oT: 


ne sexi sn D)=1-e 
得 oo: 的 置信 区 间 为 
( (n—1)s’ | (n—1)S: | 
天 is 1) Xantn— 1) 


5 的 置 和 信和 区间 次 
(Va Da -Ds, Va- 1) .3 
(3】) 两 个 正 态 总 体 均 值 差 和 方差 比 的 置信 多 间 


设 分 别 来 白 正太 总 体 Na , 5 和 No 的 相互 独立 的 
两 组 样本 ,其 容量 分 别 为 n, 和 mm 样本 均值 .样本 方差 分 别 为 
XS 和 YS!. 

0) 已 知 g? 和 og, 求 4 一 ,的 置信 区 间 
中 

(XC— Y)~— (i — KH) 


守 2 
|] Us 
十 一 二 

ni Hn, 


~ N(0, 1) 
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可 以 得到 上 一 避 的 置 佑 区 朵 


的 lai gl _ , 
(x- Pu + RY 


nl nH, 


0 gi 三 65; 伺 其 值 术 知 , 求 j 一 jw 的 置信 区间 


j 村 
la =) 
~ tn +n, 2) 
a 
nH n, 


可 以 得 到 一 jp 的 置信 区 间 


(¥-7- 2 (nt hn 2): Sy 


XPF+h ntn,—2): 5 


其 让 8S3 = 全 DJSiI+T0t 一 1])S3 
nit+n,—2 


{iii) 求 方 益 比 的 置信 和 区间 


51 
3 
Fs 
oN! 
卫 
5193 


2 
Ci 


~—Fn—1, rn,—1) 


可 以 得 到 的 质 信 区 间 


2 
如 : 


$1 


] 
(Eve Te 82 taal a ls ni—1): 
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例 1 说 总 体 王 服从 几 L 何 分 布 , 即 
PPIXR=FIS (I pr DB, k=l2" 
东 PP 的 后 大 但 然 估 计 盐 . 
解 ” 访 ,Xi 的 给 定 的 样本 值 ,站 的 似 然 辐 数 


L=Ha -p+ p=0 pa Vp" 


InL=2 (x,— Dn(t— pt+nlnp 
| 


内 
本 
> -1 

Eu InL=—- 上 + 二 =0. 

dp l—p p 
解 出 

全 

全 


例 2 设 总 体 的 密度 困 数 为 
(xt+ i)x”, 0<x<]: 


f(x)= | 
0 ， 其 他 ， 


其 中 > 一 1 试 求 g 的 最 大 亿 然 估计 量 和 和 挂 估 计量 ， 


解 ” 变 xp 为 总 体 天 的 样本 值 ,0<x<1li=12, 


(1) 和 似 然 函数 为 


LL 二 [x 二 + LY (1 *) 


"hh. 
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In 一 mnlw 十 站 十 ae lnx 
1=] 


他 


d H . 
二 二 十 二 
i ln 大 可 | 妆 lnx = 


解 出 

= SE 
2, Inx 
t=] 

有 从 而 得 到 r 的 最 大 似 樵 估计 量 为 


这 二 


C) 先 求 均 什 , 


rit 4 区 十 | 
ELX) | 1) x dx 2 
以 Mi 二 X 蔡 换 E{ 六 ,得 

二!1 二 

十 2 


俯 而 解 浊 的 夭 佑 计量 


例 3 已 知 总 体 革 服从 NN(4, 0 中), 今 测 得 一 组 样本 值 为 : 
33, 03, 一 0.6， —0.5. 

{1) 车 已 知 g =9, 求 上 4 的 95% 的 置信 和 区间; 

(2) 车 go 未 知 , 求 点 的 95% 的 置信 区 间 . 

解 ” 经 计算 可 得 到 x=0.375, $s:=3.86 ($s 二 1.965}. 


站 和 4 名 
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(中 已 知 方差 go, 上 4 的 (一 科 % 的 置信 区 间 公 式 为 


二 如 = 个 
人 一 本 ” 本 
用 =0.375 代 赫 成 人 = 一 1965=3n=4 得 的 置信 区 间 
(观察 仁 ) 为 
(037s—1% 了 0375+196 。 3) =(—2.565,，3.315) 


{2) 术 知 方差 gq ,4 的 (一 mx) % 的 置信 和 区间 为 


(ne (n—1)e* 本 +t af 一 1)。 本 

nt HH 
用 x=0.375 代 苦 着 1 ,03)=10w (3)=3.182, 5=1.965 代替 S$ 得 中 的 
置信 区 间 (观察 伟 ) 为 


(6375-3482 ， 2 1.965 ) 


,0.2375 二 3.]82， 本 
=(—2.751, 3.502) 
例 了 设 总 体 二 一 NGCR ,0 若 5 为 已 类 , 癌 样 本 容量 4 取 多 大 
时 方 能 保证 上 4 的 395% 的 置信 区 间 长 度 不 大 于 1 ? 
解 ” 当 方差 g 已 知 时 ,样本 容量 为 n, 正 态 总 体 的 期 望 上 的 
95% 的 别 信 区 间 (观察 值 ) 为 


(Frm ee ’ X+ tows . 二 ] 
区 间 长 度 为 2 ,其 中 ,ww 二 1.96. 由 题 意 , 要求 


2x196. 一 二 <I 
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n(x 1.967 =15.37 


轩 | 府 .4 多少 2 应 判 1537 本 | 持 中 [x | 汶 不 小 于 x 的 县 小 贡 数 . 

例 5 随机 二 从 由 批 导 线 中 朱 取 4 根 ., 从 乙 拖 健 线 申 抽 取 5 
根 , 浏 筛 电 阳 三 如 下 (单位 : 欧 匀 ): 

于 字 2E: 0.143. 0.142. 0.143.， 0.137: 

三 批 针 线 : 0.140 ,142，136， .138， 愉 140, 
没 自 ,过 呐 批 学 线 的 电阻 分 别 服 从 NU co NU as 并 县 它们 相 
0 0 0.0025, 试 求 jj) 一 记 ; 的 95% 的 属 信 和 区间， 

艇 “本题 昨 两 个 正 芒 总体, 已 知 方 盖 ,gry 求 上 一 此 ;的 管 信 
度 为 95%% 了 天 0 诗 区 间 问 题 . 公信 区 间 应 汶 : 


区 本 Le oi > a on, 
Com 一 二 -一 ， A /五 二 一: ) 


Hl Ha YW Nl 


柜 据 已 给 的 样本 位 可 计算 出 : . 
=0.141, y=0.1390, x—}=0.003, 1006= 1.96, 并 县 于 旭 他 ?一 吧 
=0.0025 一 40=3 将 它们 代入 于 式 , 得 置 全 区 间 ( 观 紫 拱 ) 为 


1 i 
0.002— 1.96x0.0025x /+1. 
(0 和 


0.002 + 1.96 x 0.0025 x /Li :i ) 
V4 "5 


(002—0003, .002+0.00%)=(—0.001, 0.005) 


例 6 设 丰 -一 大 批 产 口中 随机 地 最 出 100 个 , 浏 得 一 级 品 为 60 
个 .成 旧 中心 向 限定 娃 近 似 求 出 这 松 产 品 的 一 级 中 率 的 既 信 认为 
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950% 的 置信 和 区间 ， 
各 一 坟 产品 的 合格 率 为 p. 交 议 
2 E 第 工件 产品 为 “级 品 ; 
0， 和 否则， 
则 服 大 系数 为 p 的 0 一 1 分布 ,i 二 1,2.…,100, 十 是 
>》 A ~ BO.p) 


1 一 ] 


由 求 苋 佛 东 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 ,近似 地 有 


| > 三 一 100p 
| 
vy LOGRIL 一 六 


HI orf 二 |- 


Hk 
这 里 ,gq==0.03,40 一 to 1.96,>2 %=60, 估 此 应 以 近似 于 0,95 的 
1 二 】 
概率 有 有 


vl00p(l ~ 1) : 
| 


两 边 半 方 , 整 娃 后 得 不 等 虑 
103.34p7— 123.84p+36 <0 
解 出 不 等 式 左边 一 次 二 项 式 的 两 个 根 
pi 三 0.502, Ps= .91, 
不 等 式 虞 六 当 全 仪 当 0.302<p<0.091, 于 赴 p 的 95% 的 败 信 区 间 为 
(0.502, 0.691) 


1， 设 总 体 关 ~ NGp,0) 襄 ， 训 , 加 十 样本 ,试验 记 
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~ ] 3 1 
人 
] ]  ，- 5 
Hs 人 六, 十 了 六 

- l LL 1 
让 于 人 LN 


都 足 站 的 万 全 佰 让 量 ,并 分 析 哪 个 最 好 ? 
2， 设 总 体 无 一 有 IE 四， 试 求 参数 了 的 最 大 似 然 佑 计量 ， 
3， 设 总 体态 的 密度 困 数 为 
Di 0 xl]; 
109-| 0 ， 其 他 . 
求 p 的 硫 太 和 似 然 俩 计 明 和 和 矩 居 计 蜂 . 

4， 某 车 间 生 产 滚 珠 , 可 谍 滚 珠 的 直径 文 一 六 (aa 已 知 
6 一 0.05. 从 革 天 的 产品 里 随机 岂 抽 取 6 个 ,测量 直 和 多 如 下 { 单 位 : 蝇 
米 ): 

14.70, 15.21， 14.90， 14.91， 15.32， 15.32. 

试 求 上 4 的 置信 和 度 为 99% 的 置信 区 问 . 

5 已 知 灯 光 的 使 用 时 数 三 ~NIa ,aa 随机 地 抽查 10 个 灯 
泡 , 测 得 x 二 1509 小 时 ,$s 二 20 小 时 , 试 求 # 和 oa 的 置信 度 为 95% 的 
置信 和 区间. 

6 为 了 检验 一 种 杂 变 作物 的 黄种 新 处 理 方 案 , 在 同一 地 区 随机 
地 选择 8 直 地 段 ,在 各 地 段 按 机 种 方案 处 理 作物 ,这 8 绒 地 段 的 单位 
面积 产量 是 (单位 :公斤 1: 

一 号 方案 产 : 量 : 86，87，56，93，84，93，75，79: 

二 号 方案 产量 :80, 79, 58, 91, 77, 82, 74, 66. 

很 设 两 种 产量 分 别 服从 N(R,0 和 和 NCR ;2,0)g 未 知 , 求 上 4 一 内， 
的 置信 和 度 为 95% 的 置信 和 区间. 
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作假 设 检 验 

1. 报 设 检验 的 基本 思想 和 步骤 

假设 检验 是 一 种 带 概 率 性 质 的 反 证 法 ,大 们 有 一 条 普遍 的 经 
验 , 这 就 是 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 很 难 发 生 . 假 设 检验 把 这 条 经 
验 作 为 一 条 原则 ， 认 为 如 果 小 概率 事件 在 一 诡 试 验 中 发 生 则 可 以 

假设 检验 的 医 本 步骤 是 : 

(1) 提出 原 假 设 五 0: 

(2) 选择 统计 量 ; 

(3) 求 出 在 假设 Ho 成 立 的 条 件 下 ,统计 曙 的 窒 率 分 布 ; 

《4) 对 于 给 定 的 绝 著 性 水 平 x{0<xg<1), 确定 否定 域 .在 假设 H， 
成 立 的 条 人 忻 下 ,统计 景 落 人 吾 定 域 的 概率 不 大 于 &&; 

(5) 根据 样本 值 计 算 统 计量 的 观察 值 .车 统计 量 的 观察 信 落 人 
百 定 域 , 则 拭 绝 囊 ( 在 显著 性 水 平 « 下 扣 绝 了 酉 ); 否则 接受 本 (在 显 
著 性 水 平 下 接受 五,). 

与 融 相反 的 结论 称 作 备 择 假 设 , 记 作 后 .接受 邱 , 即 认为 Hi 成 
开 ; 报 纷 s, 即 认 六 F 不成立, 而 瑟 成 立 . 

2， 假设 检验 的 两 类 错误 

假设 检验 的 依据 是 : 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 很 难 发 生 . 但 是 很 
难 发 生 丰 等 于 决 不 发 生 . 因 而 ,假设 检验 所 敌 出 的 鱼 论 有 可 能 是 错 
误 的 ,假设 检验 的 错误 有 两 类 : 

(1) 第 一 类 错误 

如 持原 假设 Ho 成 立 , 而 观察 值 落 人 否定 域 ,从 而 向 出 拒绝 于 
的 错 读 结论 , 称 作 第 一 类 错误 . 

第 一 类 错误 是 “以 真 当 假 " .根据 定义 , 犯 第 一 类 错误 的 松 率 怡 
好 等 于 显著 性 水 平 &. 

(2) 第 二 类 错误 
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如 果 诛 报 设 灰 不 成 立 , 而 观察 值 林 沙 人 否定 域 .从 而 做 出 接受 
五 的 尔 误 结论 , 称 作 第 二 类 笑 这 . 

第 二 类 销 误 是 "以 假 当 真 ” .把 犯 第 二 类 错误 的 概率 记 作 睛 

人 和 们 当然 布 望 犯 酚 类 错误 的 概率 同时 都 很 小 .但 是 , 当 样 本 容量 
8 一 下 时 ,zx 灾 小 , 则 及 下 赤 ;相反 地 ,有 亚 小 , 则 c 变 大 .时 鸽 gw 和 月 
同时 变 小 的 途 科 是 增 太 样 本 容量 

3. 单个 正 态 总 体 的 均值 和 方差 的 假设 检验 

设 总 休 写 一 Nln, 5) 样本 的 容量 为 ,均值 汐 革 ,方差 为 51. 

(1) 已 知 a', Ho:i= Ho 

假设 Ho 或 立 , 则 


Xa 
= ND 1} 
人 ， 
olin 
-in 
r| gf > 
由 此 可 得 否定 域 
这 一 上， 
5 > Ha 


(2) 已 Mg, Hi 
| 一 国 
取 统 计量 三 Fr 假设 五 , 成 立 ， 则 
YY 


各 一 上 _ Xp 
ie J > |<r > ul_, = 


由 此 可 得 否定 域 : 
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类 要 地 ， HA 


梧 定 威 为 加 
一 
go = 


点 殷 设 形 如 =p0 的 假设 检验 称 作 双 侧 检验 ， 原 假 设 形 如 
的 很 设 检 叭 称 作 单个 检验 (1) 是 双 侧 检验 ， 
(是 单 合 恰 将 .注意 对 于 同样 的 显著 性 水 平 wx, 单 侧 检 验 和 双 删 检 
皖 上 下 取 的 分 仔 数 之 闻 的 益 异 ， 

(3) 于 和 g? Hy 天 一 由 

假说 ,成立 , 划 


A a 

Ce 

Bl es 
3 于 tn = 


否定 域 为 
姑 一 An 
- | >1, tn 


{4) 本 知 7, Hy: HE 


ba| 


人 一 下 i 
取 统 计 是 -7 假说 成立 , 则 


一 向 
全 有 (人 一] 
Sin 
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类 似 士 ,再 0: 有 之 Fn， 
人 浊 定 域 为 
X— 
xr < tr(nOo1) 
(5) Hu:o’=0! 
假设 页 成立, 则 


一 1 


加 “ 2 = 
x (no—1) 


站 一 ] = 
P| Sl sx, o- 相 = >xiwo-I- 


旧 0 


否定 域 为 


nl 


一 ] 
S <X n(n — 1) 或 人 S > 1 人 一 ]) 
《6) Ho:a’ Koi 


取 统 计量 了 二 上 $ ,假设 及 , 成立, 则 


To 


有 一] | 
P| 了 9> 寻 00 > D|- 


nD 


否定 域 为 
2 S2> X2 (xn—1) 


0 


类 伏地 ， 于 :ogo: 宕 og? 
否定 域 为 


天 一 上 
2 


S <Xin— 1) 


心 
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4 两 个 正 态 总 体 的 均值 和 方差 的 假设 检验 


设 分别 来 口 正 态 总 体 Nix, oD 和 Nu ,o3 的 两 个 样本 ,它们 
的 容量 分 别 为 mm 和 m, 样 本 均值 , 祥 本 方差 分 别 为 七. $1 和 Y 了 5?. 


(已 知 5 5 Ho: p= 
到 统计 量 


了 


= 一 二 一 一 
{ Ol 可: 
用 nn, 
很 设 量 , 成立, 则 已 一 NI0， 1)， 从 而 有 
P{lUl>u 2}=a 


否定 城 为 


一 工 
主 2 
| 0 
1 十 2 
nl n, 


(2) 已 知 oi1, a3 Ho: HI Kk, 


> Hp 


[| 


Re 
取 统 计量 一 二 = 一 一 一 、. 假设 HH, 成立 , 则 
1 OU 
= 
ni ni, 
J X(t,— 
Pp : . 要 gp ( ) (4 KH) 
01 | 9 IT | 王 
下， ny ni n, 
否定 域 为 | 
在 一 于 
> 
oo 
好， 开 : 


人 > 和 一 区 
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取 统 计量 
XX 
1= 一 一 - 
| 有 上 加 
WW 好、 
- 5 于 人 
jr 
二 有一 之 


人 
| 
得 定 城 为 


PO > ts 2) 
I | 
人 
天 | 有 


(4) 己基 gi 二 =o3 ;但 共 值 玉 知 ，ITD, :和 上 ， 


取 缠 汗 硅 TT , 慨 设 五 | 成 立 , 唱 


人 


rmT ”> 站- 十 一 2 = 
| Spy a 
几 1 #1 
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xX—1} 
= 及 ;十 及。 一 . 
| ] 区 1 ( t 二 

AN 


($5) HH,: ot=0; 
取 统 计时 
太一 Sr 
> 
候 设 瑟 | 厂 立 , 则 王 一 Erni 一 1 一 ])， 从 而 有 
PiF<Foatn ol, 一] 一 Fn 一 Ti 一 1 = 也 
否 宗 域 为 
< 一 1 一 ]) 或 FF 人 0 一 1 ns—1) 
[6) 再 :5 去 G: 


人 1 a 
开 统 计量 f= 5 ， 假设 玉成 并 , 则 
人 
3 F381 
PY 2 Pg ornr der 7 > Rn De 
否定 堪 为 
S , 
7 >F (一 上 一 1 


例 1 糖 上 用 昌 动 打包 机 打包 ,每 色 标 准 重 量 为 100 会 斤 , 等 天 
开工 后 需 检 驻 一 次 打 和 包机 是 否 能 正 凋 工作 , 基 日 开工 后 测 98 亿 重量 
(单位 : 公 乒 ): 

99.3, 98,7, 100.3, 101.2, 908.3,. 99,7, 99.5, 102.1， 100.5., 
问 在 显著 水 平 &=0.05 下 打包 机 工作 是 否 正 常 ? 已 知名 重 服 从 正 态 
分 布 ， 

解 ”证 岂 本 为 寺 则 考 一 点 fi 本 题 型 检验 均值 中 是 宪 在 
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允许 范围 内 在 上 o= 100 附近 波动 ,因而 应 进行 双 侧 检验 , 印 检验 
万 : 一 有 二 100 
上 晶 于 未 生 廊 差 oi. 理 定 城 应 为 
XH 
SI 
经 计算 得 x 一 99.98, ?= 1.47.5=1.21.x=005, 查 上 分 布 分 位 数 表 得 7 自 
出 度 nn 一 1=9 一 ]=8) Ho 一 DJ 一 tons(8)= 2.306. 
将 x,s,pa 代 人 不等式 左边 ,得 


站 -aa 如 一 有 


xx 一 ko | |9998_-100 | | _om 


SN a FE =005 <2.30 
计算 绍 米 未 沙 入 否定 域 , 因而 接受 矶 , 认为 打包 机 在 正常 工作 . 
例 2 一 种 元 件 ,要 求 其 使 用 寿 从 个 低 于 1000 小 时 ,现在 从 这 批 
无 件 中 随机 地 抽取 25 件 , 测 得 样本 均值 x=950 小 时 ,已 知 该 种 元 件 
的 寿命 服从 标准 差 o=100 小 时 的 正 态 分 布 , 在 显著 性 水 平 a =0.05 
条 件 下 , 试 确定 这 批 元 件 是 理 合 格 . 
和 解 设 元 件 的 寿 前 为 忒 由 考 一 上 人 1000). 按 要 求 ， 
全 Ho = 二 1000 才 算 合格 ， 因 而 进行 单 侧 检验 . 取 原 假设 为 
Ho: & 之 =1000 
按 已 如 方差 和 a&=0.05, 否定 域 应 为 
站 Ho 
xr Mg 
查 表 可 得 4. ,=twos 二 1.64. 将 x=950,4 二 1000,c=100,n=25 代 人 不 
等 式 的 左边 


XT Ho 930— 1000 


5 人 一 100J/Y 235 = -2.31.64 
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计算 结果 落 人 了 否定 域 , 所 以 认为 这 批 产 蜗 不 合格 . 

例 3 某 种 健 线 的 电 盟 服从 正 态 分 布 ,要 求 标准 差 不 得 超过 0.005 
欧姆 . 今 在 生产 的 一 批 导 线 中 随机 地 取 93 根 , 测 得 5=0.007 欧姆 .在 
显著 性 水 平 =0.05 条 件 下 , 能 认为 这 批 导 线 电 阻 的 标准 差 显 著 偏 
大 吗 ? 

解 ” 设 总 体 的 电 组 为 着 则 三 一 六 (Cn 要 求 oo 所 0.005, 因而 
应 进行 单 侧 检验 . 设 原 假设 为 

HH: oo =0.005 
否定 域 应 为 
(nl)}S’ 
op 
查 驻 分 布 的 分 位 数 表 , 得 Xxi, (8) 二 15.507. 将 5:=0.007’ n=9, 
下 =0.0032 代入 ,得 


> (nC—1) 


个 一 四 人 =15.68> 15.507 

计算 结果 落 人 了 符 定 城 , 因 而 拒绝 接受 于, 认为 标准 差 偏 大 . 

例 4 检 驻 了 26 匹 马 ,. 测 得 每 100 毫升 的 血清 中 ,所 含 的 无 机 
碰 平 均 为 3.29 毫升 , 标准 差 为 0.27 毫升 .又 检验 了 18 头羊 ,每 100 
毫升 血清 中 含 无 机 帮 平 均 为 3.96 毫升 , 标准 差 为 0.40 毫升 . 设 马 和 
全 的 血清 中 含 无 机 磋 的 量 都 服从 正 态 分 布 , 试问 在 显著 性 水 平 
a 二 0.05 么 件 下 , 马 和 羊 的 血清 中 无 机 酵 的 含量 有 无 显著 性 差异 ? 

解 ” 设 瑟 和 羊 的 血清 中 无 粒 磷 的 含量 分 别 为 X 和 了 ,由 已 知 条 
件 可 知 , 区 一 3.29，s, 二 0.27, 了 二 3.96，s,=0.40. 根据 且 目 要 求 ,应 检验 
由 是 否 等 于 jj. 但 因 不 知 方 差 丰 和 弄 , 因 而 应 先 检验 of 是否 等 于 o> 
先 取 


1. a 
Ho :gi1=03 


否定 域 为 
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2 _ 2 
可 > fmsn(th 一 1.n, 一 让 或 < 一 上 ma 一 有 
2 2 


站 于 分 布 的 分 位 数 表 得 Fn 一 l,m 一 由 =F%s(25,17)=2.56 ， 
1 ] 


1 一 产 一 -一 一 一 一 一 一 -一 侨 下 | +: 
Psalm [na 1)= Fmst25,17) tos {17,25) 2,41 , 
号 
将 5 =0.27, 20.40 代 和 羡 得 
之 
5 _ 027 
4 4 


由 于 0.415<0.46<2.56, 说 明 计 算 结 果 未 落 人 否定 域 ,接受 Hl: 全 二 站 
在 qi 三 虽 二 go 的 基础 上 ,检验 : 
Ho: Hl=p, 
其 否定 域 为 


> {wn tn 2) 


查 1 分 布 分 位 数 丧 得 (him 一 2)=t06s(42)=2.021. 


2 ur Dsttm -1)si _ 25x027+17x0.40: _ 
m0.1082, 
"] I i ee 
3,=0.329. /一 + 一 = |/ + =0.307, x-y= -0.67 
5 一 0.329 了 5 十 =0.307, x—y=~0.67 
由 以 上 结果 得 
xX—y 0.67 
一 ”一 一 一 - 二 6.68 2. 
i 0.329 x 0.307 0 
-一 十 一 - 
| Vy 中; 1 


本 了 
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落 人 了 和 否定 域 , 所 以 在 xs0.05 条 件 下 ,认为 马 和 羊 的 每 100 训 
开 血 请 中 无 机 磋 含 量 有 显著 性 差异 ， 


可 题 八 

1. 在 产品 检验 时 , 原 假 设 丽 : 产品 合格 .为 了 使 次 咒 混 入 正品 
的 可 能 性 很 小 ,在 容重 固定 的 条 件 下 ,显著 性 水 平 应 取 大 些 ,还 是 
小 些 ? 

2， 由 经 验 知 道 革 种 零件 重量 下 一 六 ra, 其 中 下 =15， 
二 0.05. 技术 革新 后 , 抽查 656 个 样品 , 测 得 重量 为 {单位 : 克 ): 14.7, 
15.1，14.8，15.0，15.2，14.6. 已 和 惹 方 差 不 变 , 问 平 均 重量 是 否 仍 为 15 
( 坡 显 著 性 水 平 =0.05% 

3. 正常 人 的 脉 捕 平 均 为 72 次 /分 , 某 医生 测 得 10 例 慢性 四 乙 
基 铝 中 毒 忠 者 的 脉 捕 ( 次 /分 ) ;54, 67,68,78, 70, 66, 67, 70, 65, 69. 已 
知 ! 脉 捕 服 从 正 态 分 布 , 问 在 显著 性 水 平 a=0.05 条 件 下 ,四 乙 基 销 中 
毒 忠 者 与 正常 人 的 脉 捕 有 泡 显 著 性 差异 ? 

4， 用 热 敏 测 误 仪 同 接 测 其 地热 勘探 并 底 温 度 , 重复 测量 7 次 ， 
测 得 浊 度 (CC): 112.0，113.4，1H.2，112.0，114.5，112.9， 113.6. 而 用 
某 精 确 办 法 测 得 温度 为 112.6({ 可 看 作 直 值 ). 试 问 在 x=0.05 条 件 下 ， 
用 热 敏 电阻 测量 仪 问 拷 测 源 有 无 系统 偏差 ? 

5 机床) 某 口 其 两 台 机 器 所 加 工 的 同一 种 零件 中 ,分 别 抽取 11 
个 和 9 个 样品 测量 其 尺寸 为 (单位 : 厘米 ) 

第 一 台 机 器 ; 6.2, 5.7, 6.5, 56.0, 656.3, 5.8, 5.7, 6.0, 6.0, 5.8, 5.0: 

第 二 台 机 器 : 5.6, 5.9, 5,6, 5.7, 5.8, 6,0, 5,5, 5.7, 5.5， 

已 知 零 件 尺 寸 服 丰 正 态 分 布 , 问 在 显著 性 水 平 a=0.05 条 件 下 ,如 工 精 
虚 (方差 } 是 否 有 显著 性 差异 . 
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习 题 一 
1. (1) 0 x<2 和 2<x<3, 即 xe[0, 2)7U(2， 3). 

(2) dnin :xnt+ 1)n’, n=0, 1, 2, -: 

(3) 一 到 <x<l1. 

1, l1<|x<VY3, 

0， <1 及 |x|>y3. 

3. (1) 奇 . (2) 个 ， (3) 非 奇 . 非 偶 . (4) 奇 . 


了 7gcol-| 


1 1 4 
5. {1) 本 (2 二 : (3) 本 
0, #4= 1, 
(4) 原 式 -| 0<a<1, 
1, a> 1]. 


fei 


4 
(3) a (6) pa 
6. 1) 1. (226b. (3)0. 
8. (1) ee OA Ge (4)e-. 
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9. (1} 3 阶 . (2) 本 阶 . (3) 3 阶 . 


10. (Da (2) 一 六 (3) 二 

习 题 二 

和 

2. 0) 一 二 D) -28 5 ， 二 下 
(3) rs 


, 了 一 总 x 一 器 
Ey [es 2 — x’) | 


Tx 。 2 2x’ 
(2) (1l+x ) | na+x+ a | 
e! 


2 一 dx. 


2 
4. (1) -中 一 2 
(DD ar 0O) 


2 Xxy +y sin (x 十 
D, 2 xy +x 0 1 +sin(xty) 


53. 了 三 一 了 X 十 ]， | 
3 3 
5. {1) -一 (1 十 一 
(1) 3 (十 站， rp 
bh b 
2) — CO— cot(t). 要 
的 aisinit 


7. (1) 4* (6),0. 2) "| 很 二 和 | 


人 有 二 (La! 
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(3) 2" cos (27+ ) 


8 0 有 or -二 -2 


(5] 0. (6) et. (7)4. 


9. 1) 1. (2) 277. 
12， 和 矩形 的 边 长 分 茵 为 4aY3 ,bvV2 ，. 


13. (1) 2. OO 高 , (37) 


习 题 三 
lnx 
一 二 ee 二 a 十 ， 
1. (1) 于 十 它 (2) pe +lnix—1]—lnx+cC 


1 1 . t . 1 . 
站 下 十 女 . 
(3) Xx 8 sin2x 到 sin x 3 sinGx+C 亡 


(4) x [+x? 一 了 (1 二 x2 +C; 或 : 
a 
EE Xx") Vl+x 

(5) v1l+x’ In(x+ vl1+x:) Xx 二 tC. 


(6) — 4x +2arcsin 2 +C. 


Xx 一 2 
区 十 1 


Ny 
光一 这 


07) 4 In + 人 


(8 arctanx++injx|— jin(l +x")— (arctan xX) :+ CO: 
世 
| 1 
或 :一 arctanx* cotlarctanx}jtlnlsintarctan 人 一 {arctan x)’ +. 
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Vl+x 一 1 一 x | 1+x +c 


] 
(9 In le a ny 1 


a x 1 3 
EY Md ey 2 , 
(10) ee y XV A TX Arcsin— + 


1 5 上 x 
11Y 一 arctant— 一 arctan 一 十 C, 其 中 t=tan 一 . 
ED 2 6 3 和 


e 十 —1 
2] 一 2| x。，、 ex 二 1 十 -* 十 ] 十 ] rc. 
(12) ?| > e "+1+2ve *+] nT TT 
2. x+ln(x— 1)*:+cC. 


16 x 1 
3. (ns OO) 47/2 -1. (3) i 


Ee 


(4) 下 ， (5) 2. (6) In(2+V3 )-— 3 


(7) Inll+A) (9 - in2 十 元 jn 


2 ] T 
一 ， 3 —,， 
a 
7. mn:—2. 
| 是 
8. 7 工 3 T. 
09, 2450n.R’(). 


习 题 四 


]j 1 
一 | 内 一 一 一 一 人 小 
1 0, 0, PR :7 了， 
2 满足 4=272 的 4 与 中 都 通 合 和 茶 件 . 
3. (1) —%; (2) —80; (3) 一 4 
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| n 
(4) T5735 3 - 
aT 
10 
由 -他 6 Ok<- 


7. AB=DCE={-4，5,5), 面积 =V1547 : 

8 2: 0) 10, -1, 1} 3) {2, 1, 21}. 
10. 2y4+2+3=0. 11. xtyt+2=3. 

12. 方程 为 0) By+Czt+D=0; (2) By+Cz=0 
(G3) Cz+D=0; (4) By+D=0., 

下 本 

CE 


We 


二 一 一 


2 . 
18, {1) arccos a ; (2) 3 


19. 直线 在 平面 上 , 夹 角 为 0. 
20. dx+3y— 6z2+ 18=0. 


19 
21, 2 47 
习 题 五 
C 二 (人 
> 
x 上 J} 了 } 
3 x2dy+ dz 
{0, 1, 和 己 - 


A408 


12. 


14. 
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dy 3x 3 2 sa 
a? Bxay FE ET 人 
DF QZ PE 总 Zz 
0 a | 
dx du Ee 人 Ay Y Bw bw 
dz Dz Dz 日 
=2y “7 ~2 
Oy 全 du dv dw 
GE 有， i | 
i 十 5 
Bx xty:’ An yz 
du ,Xp Hu Xp 
By Vxty Nn yeh z ya A 
0 :> 1 nm 2 mn 了 ni 2y 
3 ee 一 hot ft 
dz xXx! 2 1 2x 1 
二 人 各 = 二 十 ed | 
dy’ py HH We ui x I yy 所 
d= 2 ty + yz) dx+ Ix yf +22 fdy 
+2x pzfy dz. 
1 
radz = 一 一 —b, 4— Xt!. 
gd " 
DS 
Dx Dy 
dz _ XxX 十 十 2 | 
Dx Dy (x+y+z— 1} 
1 F 了 F Fr 
dz= FE’'— [Fm -Fdx+th -Fdyl. 
二 如 Ov _ yu~—xp 
OX 十 了 dx x +y! 
du XU — yu 0 xu py 
0 
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15.(1) 当 x=1, y=1 时 有 极 小 值 z= 一 
(2) 当 x=0, y=0 时 有 极 小 值 z=0. 


2 ob: 
16， 当 x= 一 他 pr ,y= -各 多 -时 ,有 极 大 值 z- 太守 5 


17 和 
"dy 

x— 1 y—1 2— | i 

Et 
18 ] ， 世 十 了 十 了 

加 Wl oo Pd 

19，2X 十 47 一 2 一 人 一 站 7 4 一 

4 
20. 2 下 一 本 人 C 攻 -3 本 


21., x+ 十 ay 一 十 一作 ， 


l 2 0 
可 题 六 
p: _ 1 Ya 四 
1 . | (e— 1) 3. 7 
32 1 4 1 
4. 一 和 =， (一 
45 3 ( je 6 -86 
4 5 工 ,4 
2 +n). ,ht 
7 Is "a (T+m+n) 8 h 
9 n [Ca +hD)3 — ha rnR2— V2 ) 
es 7 
ll., 2xabcl 一 /2 ) 
(去 - 瑟 
13. 2 
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14. 写 na2 V7 —1). 


15. np(p 为 体 密度 ) “16. $$ QV2 -1). 


17. 2a7, 18. 17. 


19. 一 pr 20. 2xra’{(cos Bp— sinp). 

21. 1 22. 训 rma 23. xR 24. 过 站 
习 题 七 

1 收敛. 2，、 收 伍 . 

3.， 收 化 . 4， 收 敲 . 

5. 上 收敛. 6， 发 藤 ， 

7 了. 收 丝 . 10， 亲 性 收 和 刻 . 

11. 条 件 收敛 ， 


12. 当 0<a<1 或 x=1 有 日 UJ<BEl 时 条 件 收 货 ; 当 xwl 工 
x=] 且 8>1 时 维 对 收复， 

13. (0, +o0). 14. &. 

15. (= 4, a): [—a, a). 16. 均 汶 [一], 1). 


li—x: 


一 一 一 一 一; 一 ] ] . 
人 


1 十 过 InG 一 圈 ， 0<lx<1, 
18. S{x)= 人 
1 — 21n2, 和 


] ， x= 1. 
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-1 


二 二 zn = 
19. Dt IY a xzn ， cc<xX< 十 cc. 
i | 
gt Dn | 
习 题 八 
i. 3 x4 十 了 ep i ee 2. (+x )l + y= Cx’, 
3 1 -Fd —P x 0 4. x+2y+3nl2x+ 3y~ 7|= 
53. 2x— De’t+y’:+t+1=0. 6, y=e*+ ex. 
72. y=(e*+ eMxt1)". 8. cxiy :+2xy:—1=0. 
.xy "+ 二 x (2lInx— 1)=€, 10, y=ce, +ee toe 


il. (QO.1x—0.12)cosx— {0.3x+0.34}sin x. 


12. “(各 Sin X 一 元 cosx 


i L 
13, 30 COS4x COS ZX. 
14. xe*(anx + ax+ da). 15. xie “(aox+ a). 


16, ke*t+lax+t+a)cosxt+ (a x+ a )sinx. 


17, y=x(c;+e,In|x| + cln’lx)). 


18. x= 一 了 COSL 上 一 3 Si 让 十 Ey Sin 2 十 子 Cos2t— SE: 
本 Sint + 1 sin21— 21+1 
了 3 3 
19. Poe oe "TT 1 EC: z =ce* 1 ys er™. 
2 0 4 
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3230. x= — cost— 2sint, y=3cost +sint. 
线性 代数 
习 题 一 
1. —9%. 2. (一 Tt 一 1 
3. 40., 4. —2(x:+y ). 
5. XxX 二 2 或 3 6, up —aic—b). 
7. 0, 8. (be—cd).. 
习 题 二 
1 0 0 
1. 3 pa , | 
= 一 = -1 一 | 一 -一 - 一 
B » | 《4 一 2 站 7 3 0 
0 0 1 
3. {1} A(C— B)"=L, 
Wa ) 1 0 0 0 
-2 1 0 0 
2) A=[(C— B)- "= 
CO) A=LC-B TI 7, | 0 
0 1—2 1 
。 1 -2 0 01 1 
-2 5 0 0 3 
由 -一 时 这 A"=3""! 2 ] 和 
0 3 3 3 
3 
1 1 3 二 1 
0 a 
0 3 本 2 
7. |A+1i|=0, 8. rCLAB)=2. 
.FE 


10， (2) 4B-'= P(i, j) ( 即 单位 矩阵 互 换 第 i 与 第 j 行 后 的 
矩阵 }. 
473 
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11， 0 .00 1 
jo0010 
0 1 00 
1 000 
. 16 
i132, (3A) 一 244| 一 一 一 
134) 车。 
13. 3 -一 1- 14. | 
x-| 2 | | 
4 Oj. 
1 1 
15. Jcr=t— mab， 详 2 00 
B=|0 —4 | 
0 0 21]. 
17. [A—AT=4"—10". 8. |} Lo 
2 
二 
3 
0 0 2 
一 2 和 -1 
19. 12.4#+ 有 再 -中 一 . 
3 
站 题 三 
1. 14+ 呈 =40. 2 
3 人 二 和 


6 (1 当 b 了 2 时 ,不 能 由 a,x,, a 线性 表示 : 

(2) 当 b=2 时 ,车 a1 则 B= 一 gi+2a,( 惟 一 表 术 ], 若 a=0 
则 B=( 一 4 一 2p)g +(24tpas+ px,, 其 中 攻 A 为 任何 实数 (有 无 
穷 多 种 表示 ) . 

.一 人. 
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8， 当 5 为 奇数 时 , ,PB,,…, PB, 线 性 无 关 ; 
当 3 为 蛋 数 时 ,让 ， 8B,“'，P., 线性 相关 . 
9， 当 上 关 1 时 ,wx ，zx Vw 线性 死 美 ;it 一 1 时 a, &, 3 线性 相 
11. (1) 当 p 关 2 时 ,向 明 组 wx，o，x3， ao 线性 无 天 ,此 时 
Rk tk tk tk 其 和 昌 天 一 2 二， = 一 省 
p— 


二 


+4 i 
PF 一 2 
(2) 当 p=2 时 ， 这] 多 3， ry 线性 相关 ， 此 时 r {ex,, a Vis 
尺 4) 二 3， 四 为 一 极 太 线性 无 关 组 ， 


12， 选 DD， 1]3， 选 点 ， 
14， 管 (1) 4= 一 3: (2) A 一 3 日 4¥0: (3) 4=0. 
15， 选 B. 
习 题 四 
-1 _ 2 : 一 
] . n={ 3 = 3 ， 0, 0, 0): 好 1 (0, 7 ; Q, 1, 0)， 
7 3 
m=( 子 ; 站 ， 直 ,0， 中 y= Fot ct Co 


2. (1) a=0, b=2; (2) n=(1, ~2, 1, 0, 0), 
n=(1, —2, 0, 1, WD, m=(5, —6, 0, 0, 1); 
(3) 一 个 解 问 量 P= (2 3 0, 0, 0), 通 解 为 三 十 地 十 


Coat Cy 


二 
3. a 7 » 2 本 ; 


4. 天 天 一 1 且 天 天 4 时 ,方程 组 有 惟一 解 ; 
= 一 一 | 时 ,方程 组 无 解 ; 


(Ry a Ht ti 3 1 
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天 二 4 时 ,方程 组 有 无 穷 当 组 解 , 通 解 为 

(xi1，X，Xa0 4, 0}+ce(—3, —1, 1). 

5. (1) 4=1; {2) 4¥1 有 8 4s~2; (3) 4=—2. 

6. c=1, 2 或 一 2. 

7. 证 荐 ?= (5 5， 天) 是 一 解 向 量 , 则 7 一 (天 ， 天，…， 
和 ) 也 是 一 个 解 向 量 , 因此 二 (y+ 四 也 是 一 个 解 向 量 , 且 它 是 实 
的 . 

8. 当 f==7 时 ,方程 组 当量 仅 当 0= 一 1 时 有 解 . 

39. 01) (0, 0, 1, 0), (—1, 1, 0, 1); 

(2) KkK( 一 1,， 1, 1, 1) ,其 中 天 为 不 等 于 0 的 任意 常数 . 


习 题 五 
3 
1. 下 ， 
ZX 一 【，y# 一 一 2，2 一 3 上 或 X 一 1，y 一 5 z= —2. 
3. TrA=0. 4. x+y=0. 


] 0 0 
4 0 "| 4 一 PP 一 PBP-I= 4. 


 —1 一 | 
7 1) oa 一 10，1) 为 不 等 王 0 的 常数 ; 
6 3 6 
| 5 | 
A451"3 本 也 
5 1 3 
6 3 6 
8. (1) ga= —3, b=0, 4=—1]: 
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{2) 几 4 不 能 对 角 化 ,由 为 4= 一 1 为 4 的 三 重 特征 值 .但 只 有 一 
个 线性 无 美的 特征 向量 <. 

9. (1} A*=0: 2) 4 的 特征 值 全 为 0, 特征 向 量 全 体 为 
Ki tk tk K,, KR,, i 太 ,_1 为 不 同时 为 零 的 任意 
常数 ,此 中 设 b,#0 时 ,= 人 ~ 从 0) 


pb 了 
, 0, L 0, 本 JP “(~ b, , 站， 0, !] 。 


W(t 
(2) 2—2"+1+4}3" 
2 2"+ +43"+2 


(3) 0 | 0 
a 


习 题 六 
1. 一 1<t<1. 2 区 二 让 二 下 
0. +2): 0 0 
o-| 0 or TT 
0 0 kJ 


17. (1D) y=2, (2) 


pp 
Lp 
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8 Ss 2 | 
9 6 3 
a V 2 2 标 惟 形 为 Tyi Ty 一 2y;. 
| 2 站 3 
3 1 | 
0 TN 
L 本 了 |， 
福 府 论 与 数理 统计 
习 题 一 
| 了 9 1 5 2 3 5 
了 本“ 3. (1) Cl Ca (OD) C3* CylCa 
132 37 168 
4. ] es “一 一 ， 一 一 -- ， 1 量 3 a 
U) -765 CT 0) -6 DC ® CofCar 


6. (1) 1—364%/36500.746. 后 1 一 44 712 人 0.427. 
1 
EF 


8 设 4~" 杯 中 球 的 荐 大 个 数 为 7,i=12,3. PCD= 二 ，P( 


7 


9 _1 
I 


DT Tse i 
6 


l 一 -一 一 一 一 ， 玫 之 人， 
10. (1) RA)= n>», m=! 中 一 Do 一 当 
1 ， 天 一 卫 ， 
BO RD- PB n>3 
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1 3 

00 而 名 有 8.001 0176 

13 (1) 为 假 . (2) 为 眉 . (3】 为 食 ， {4) 为 丙 ， 

(5) 六 二 . Lo) 法 报 . 

I (ne 17. 0.965. 
4 2 ] 十 由 

18. (O15. 005，19 0104 20 06 ， 


习 题 二 

1. 性 服 从 = 了 0 =0.8 的 二 项 分 布 , 师 王 一 B(30, 0.8). 分 布 律 
为 PIX=EK}=C 0.8: ,0.277* k=0,1,2.,30. 

2， 设 点 数 之 由 为 六 ,其 的 分 布 律 为 


kt—!1 
a 二 3 
中 Ed kK 2, 3 ,1 
PIX -k= 
SE k=8,9,…,12 
36 六 先 人 时 


设 投 毛 次 数 为 和 XX 服从 参数 p= = 的 几何 分 布 ， 


不 
px=t}= (4) k= 1,2,. 


A 


py 


4. PIX=4}= $6 *~0.902, 

5. 本 题 可 用 泊 松 定理 求解 ,至 少 应 配备 8 名 工人 . 

6. 革 的 可 能 取 值 为 3,4,5, 分 布 律 为 P(X=3}=0.1, PLX=4}=0.3, 
PIX 一 5}=0.6, 分 布 函 数 为 


D, XxX 

-1 3 和 XX 世相 

ol 4, 4X5 
i, XC 忆 . 
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1 


?7. (1) C= 对) 0 一直 
fx 一 一 atcsinx+ 一 上 实 荆 雪上 
1 1, x 1, 
(3) ET 


8. (1) 2(3)~095254 (2) 2o[ 了 | 一 1S0.81648. 


11. 0.2427. 
玫 1 -人 -了 peayE 工 入. 
| 本 
AHN) = 
9， 其 他 ， 
其 中 ,了 为 球 的 体积 的 计算 值 . 
13. 


Eee 
/gg= [oe 四 

J), 其 他 . 
14,. {1) 3 (2) 
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16. 
Te “ y>0; 
jo | 
I 
] 于 
18. (1) 4=B- + 0) 吉 一 1Sx<0: 
fID), 0<x<l 
0, 他 . 
19. 1288. 其 
习 题 三 
L 
ee Sx&b, cysd 
a axtb, “受到 级 
cg 二 
0, 其 他 . 
dX 
ea : 
sa-| “ 
0, 其 他 . 


Te cy<d 发 与 了 相互 独立 . 
5o-| 


0, 其 他 . 
了 a ， 
2. (1) FE 位) RY @ 了 } 
1 
3. (1) 训 
全 ix 十 CS ， 0O<X< 4 
soy- 0 其 他 . 
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(siny + COS), i 本 


f= 
_ | 0 其 他 ， 


(3) 不 独立 (4) 2 (V3 一 1) 


>| 一 


el yw 
4. {1) f(y)= 2) £(z)= 
人 Uy 人 0. OA 0, z0, 


总 


(REE z> 0; 
| 
如. 三 六 首 . 
6. 
2Ai] 一 &e > 小 
£0 0, z&0. 
了 
ER < 二 入] 
po-|2-: 了 二 三 拉 2， 
0 其 他 
3, 


/ -1 区 
加 一 0 z 筷 0), 


9. 2@(1)—1=0.6826. 
10. 1—2e 2 


11. 1 
3 
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习 题 四 
卫 
1 .2 2 444 而 分 ， 3. BD=0, DW- 三 一方 


16 2 

4. F(X)=0, DOW=2. 5. Ri2. 6€. 可 vVr 
a 33 I 
7. ED= DUO- 让， 8. M1 (| i ) | 
90. 104.11.— se 
e—1 p 

14. DCX+ P=20 十 站 后 D(X-Y)=20 -pem. 15 -了 
可 题 五 
1. 0.952. 2， 不 超过 00124 ,良种 范围 为 925 一 1075( 粒 ) 
3. 14 条 外 线 . 4. 至少 所 68 次 . 5. 0,.3482. 
可 题 六 


1. (1) 99.93, 1.43. (2) 67.4, 35.2. 
(3) 112.8, 1.29. (4) 100.98, 1.47. 

2. (1) 1.058122, 2.575829,，—3.09023, 一 0.67449. 

(2) 1.237, 12.443, 21.026, 34.805, 

(3) 2.13], ~ 2.998, 1.645. 

(4) 4.00, 2.91, 0.306, 

3. (1) 20,090. 加 17.535,. GB) 4.601. (4) 5.229. 
4. (1) 1476. (2) 0.920. 

5. (1) 4.76. 人) 0.1i2. 
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习 题 七 


x 加 下 
1、 包 最 好 . ee 人 
DInX, 
:三 | 
4. (14.82, 15.30), 5. (1485.69, 1514.31), (13.8, 36.5). 


6. (—6.19, 17.69). 


习 题 八 

1 应 把 x 取 大 些 . 

2， 认 为 零件 的 重量 仍 为 15( 克 小 

3， 认 为 四 乙 基 铬 中 毒 者 和 正常 人 的 脉搏 有 显著 性 差异 . 
4 测量 无 系统 差异 ， 

$. 认为 两 台 机 器 加 工 的 零件 的 尺寸 的 精度 无 显著 性 差异 ， 
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